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PANTALONS ET FEUILLETAGES DES SURFACES 

GILBERT LEVITT 

(Received 12 September 1979; received for publication 13 May 1980) 

INTRODUCTION 

CET ARTICLE est consacr6 aux feuilletages (ou aux champs de vecteurs) des surfaces 
compactes.  Sur la sphere S 2 et le tore T 2, leur nature qualitative a 6t6 d6termin6e; cela 
r6sulte des travaux de Poincar6 et Bendixson pour les champs de vecteurs sur S 2 
singularit6s g6n6riques, et des t ravaux de Denjoy pour les champs sans singularit6s de 
T 2. Pour  les surfaces de genre plus grand, nous proposons ici une 6tude de la 
structure qualitative des feuilletages dont les singularit6s sont des points de selle 
quatre s6paratrices (singularit6s de Morse). Nos principaux r6sultats sont les suivants: 

THI~ORI~ME 1. Soit sur une surface orientable compacte et sans bord M un champ 
de vecteurs X dont les singularit~s sont des selles de Morse et ne possbdant pas de 
liaison entre selles. Il existe une famille de courbes ferm~es simples transverses ~ X (ne 
passant pas par les selles) et d~coupant M en pantalons (surfaces diff~omorphes au 
disque ~ deux trous); la structure du champ induit sur ces pantaions peut facilement 
6tre explicit6e. 

THI~ORI~ME 2. Supposons en plus des hypotheses du th~orbme 1 que X ne possbde 
pas d'orbite compacte. Alors il existe un diff~omorphisme de M sur la surface Ng 
reprdsent~e ~ la Fig. 1 (g est le genre de M) tel que le champ XN induit sur Ng soit 
transverse aux courbes dessin~es et les traverse dans le sens symbolis~ par les flbches. 
Sur chacun des pantalons d~coup~s sur Ng, le feuilletage d~termin~ par XN est isotope 
au feuilletage dessin~ fi la Fig. 1 ci-dessous. 

(Ces th6or/~mes viennent d'6tre 6nonc6s dans le cas particulier des surfaces sans 
bord et des feuilletages sans feuille compacte  ni liaison entre selles; comme on le 
verra ci-dessous,  nos r6sultats sont en fait plus g6n6raux). Du Th6or6me 2, on d6duit 
imm6diatement: 

COROLLAIRE. Sous les hypothbses du Th~orbme 2, il existe une courbe ferm~e simple 
transverse ~ X et rencontrant une infinit~ de fois toute orbite de X. 

De m6me que sur ie tore T 2 u n  feuilletage sans singularit6 et sans composante  de 
Reeb peut s 'obtenir par suspension d'un hom6omorphisme du cercle, de m6me les 
feuilletages auxquels s 'applique le corollaire peuvent  s 'obtenir par un proc6d6 
canonique analogue ~ la suspension ~ partir des ~changes d'intervalles, c'est-/~ dire des 
bijections du cercle dans lui-m6me poss~dant un nombre fini de points de dis- 
continuit6 et croissantes par morceaux (les 6changes d'intervalles consid6r6s ici sont 
plus g6n6raux que ceux d6finis dans [9]). Amorc6e par Denjoy ([3]), l '6tude analytique 
des hom6omorphismes du cercle a fourni des r6sultats ext r6mement  brillants (en 
particulier [1, 7]); celle des 6changes d'intervalles reste en partie/~ faire. 

Les raisons pour lesquelles nous consid6rons les feuilletages dont les singularit6s 
sont des selles de Morse sont nombreuses.  Ainsi C~-g6n6riquement les singularit6s 
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d'un champ de vecteurs sur une surface sont des selles, des sources et des puits. En 
d6coupant un petit disque autour des sources et des puits, on obtient une surface 
bord munie d'un feuilletage transverse au bord dont les seules singularit6s sont des 
selles. Si on se place du point de vue de la th6orie de Morse, par exemple en 
consid~rant une surface plong~e clans une 3-vari6t~ feuillet6e, on peut par une petite 
modification du plongement mettre cette surface "en  position g6n6rale", et alors les 
singularit6s du feuilletage induit sur ia surface sont des centres et des selles. L~ 
encore en supprimant des parties de la surface on peut canoniquement  se ramener au 
cas oO ies seules singularit6s sont des selles, et en fait nos r6sultats peuvent  se 
g6n6raliser aux feuilletages poss6dant des centres.  Sous certaines conditions on peut  
d'ailleurs par une isotopie du plongement faire disparaitre les centres (voir les techniques 
utilis6es darts[13]). Quant aux [euilletages mesur~s des surfaces ([5, 16]), leurs sin- 
gularit6s sont des points de selle poss6dant un nombre quelconque k >I 3 de s6paratrices. 
Mais d~s qu'il existe une selle pour laquelle k est impair le feuilletage n 'est  pas orientable, 
i.e. ne peut  pas 6tre d6fini par un champ de vecteurs.  Si au contraire pour toute selle k est  

pair, le feuilletage peut  le plus souvent  6tre transform6 par "op6rations de Whitehead" en 
un feuilletage comme ceux que nous consid6rons. 

L'id6e de d6composer  une surface en pantalons pour comprendre  une certaine 
structure g6om6trique s 'est d6j~ r6v616e utile pour 6tudier I 'espace de Teichmiiller et 
les feuilletages mesur6s (voir, e.g. [5]). Pour  les feuilletages que nous consid6rons 
comme pour les m6triques hyperboliques ou ies feuilletages mesur6s, le pantalon se 
r6v~le 6tre une surface assez simple pour que l 'on puisse d6terminer assez facilement 
la structure induite, et en m~.me temps assez compliqu6e pour permettre de recons- 
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truire toutes les surfaces. L 'exis tence  pour un feuilletage d 'une d6composit ion en 
pantalons est d6montr6e dans le §2 ci-dessous, apr~s le §l qui introduit d6finitions et 

notations. Parmi les feuilletages dont les singularit6s sont des selles de Morse, 
l 'ensemble de ceux qui admettent  une d6composit ion en pantalons contient I 'ouvert 
dense des feuilletages structurellement stables (cf. [11]). Le  §3 pr6sente quelques 
exemples et contre-exemples,  montrant en particulier que la pr6sence d 'une seule 
liaison entre selles peut  modifier de fagon frappante les propri6t6s du feuilletage. Le 
§4 est consacr6 h la d6monstration de notre principal th6or~me (dont le th6or~me 2 
ci-dessus est un cas particulier). Le §5 en pr6sente quelques applications, montrant  en 
particulier que "presque toute feuille ne passe pas trop souvent trop pros des selles". 
Nous d6finissons 6galement la suspension d 'un ~.change d'intervalles (par une cons- 
truction d~j~ connue mais qui ~ ma connaissance n'a pas encore 6t6 publi~e), et 
finalement nous 6tudions sous quelles conditions un feuilletage peut  6tre consid6r6 
comme une telle suspension.t  

Je tiens ~ remercier  ici t ous l e s  math6maticiens qui h u n  titre ou ~ un autre m'ont  
aid6 lors de la pr6paration de cet article, notamment  ceux de Paris et de Berkeley 
ainsi qu'A. Katok,  W. Thurston,  et S. Goodman.  Je dois en particulier beaucoup 
Francois Laudenbach,  h R6mi Langevin (pour sa patience exemplaire), h Albert Fathi 
(pour ses remarques pertinentes et sa bonne volont6 h m'expliquer les cycles asymp- 
totiques), et surtout ~ Harold Rosenberg qui m'a fourni (en plus de bien d 'autres 
choses) le point de d6part de cet article en d6montrant  l 'existence d 'une d6com- 
position en pantalons pour les feuilletages sans feuiile compacte  ni liaison entre selles 
d6finis par une forme diff6rentielle ferm6e. C'est 6galement lui qui m'a sugg6r6 que les 
Th6or~mes 2.1 et 4.1 pouvaient  englober le cas des feuilletages poss6dant des feuilles 
compactes.  

Sur les feuilletages que nous 6tudions, des r6sultats importants et int6ressants ont 
6t6 obtenus par Stredder dans les quatre derniers chapitres de sa th~se ([15]). La 
d6monstration de nos principaux r6sultats n'utilise pas ceux de Stredder,  mais la 
lecture de [15] a ind6niablement servi de catalyseur pour le pr6sent article. 

§1. PRELIMINAIRES 

Dans tout ce qui suit, M d6signera une surface compacte  orientable de genre g 
dont le bord poss~de b composantes  (b peut ~tre 6gal ~ 0). En g~n~ral il n 'existe pas 
sur M de feuilletage de codimension 1 transverse ~ chaque composante  de ~M. I! faut 
donc consid6rer des feuilletages singuliers. Les feuilletages 6tudi~s ici sont les 
feuilletages transverses ~ ~M dont les singularit~s sont des points de selle ~ 4 
s6paratrices (i.e. au voisinage des singularit~s le feuilletage peut ~tre d~fini par la 
fonction x 2 -  y2). Un tel feuilletage ~ poss~de 2g + b -  2 singularit6s et d~finit un 

feuilletage r~gulier ~*  sur la vari~t~ M* obtenue en retranchant de M les singularit6s 
de ~. Notons que l 'existence de o~ entralne que M n'est ni une sphere S 2 ni un disque 
D E , et que M* = M si et seulement si M est un tore T 2 ou un anneau S j × L 

Par d6finition, nous appellerons feuille de ~ une feuille de ~:*. Une feuille de ~: 
sera dite int&ieure si elle ne rencontre  pas tSM. D'un point de selle de ~ partent 
quatre s~paratrices. Quatre types sont possibles pour une s6paratrice: 

(1) Elle revient ~ la m6me selle. (2) Elle atteint une autre selle. (3) Elle atteint cSM. 
(4) Elle ne v6rifie ni 1 ni 2 ni 3; elle d6finit alors un sous-ensemble non ferm6 de M*. 

Une s6paratrice v6rifiant 3 ou 4 sera dite libre. ~ poss~de une liaison s'il existe 
une s6paratrice qui n'est pas libre. Deux s6paratrices l e t  l' partant d 'un m6me point 

tCertains r6sultats du pr6sent article (notamment le Th6or6me 4.1 et la Proposition 6.2) seront 
g6n6ralis6s dans [10]. 
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de selle s sont adjacentes si les deux autres s6paratrices partant de s sont au 
voisinage de s du m~me c8t6 de I tO {s} U I' (cf. Fig. 2). Deux s6paratrices partant du 
m6me point de selle et non adjacentes sont oppos&s. 

Consid6rons une feuille L de o~ munie de sa topologie de feuille (et non de la 
topologie induite par celle de M). S i x  est un point de L, une demi-feuille d'origine x 
est une composante  connexe de L - { x }  n'aboutissant pas ~ un point de selle. Nous 
convenons  que, si L est une feuille compacte  int6rieure (i.e. est hom6omorphe ~t $1), 
la demi-feuille d'origine x est L tout enti~re (et non L - { x } ) .  Un point de M* 
n 'appartenant  pas ~t 8M est ainsi l'origine de deux demi-feuilles si sa feuille est 
r~guli~re (i.e. n 'est  pas une s6paratrice) mais n'est  pas une feuille compacte  int6rieure; 
d 'une demi-feuille si sa feuille est une feuille compacte int6rieure ou une s6paratrice 
libre; d 'aucune demi-feuille si sa feuille est une s6paratrice non libre (qui donc relie deux 

selles distinctes ou confondues).  
Le feuilletage f f  sera dit orientable si o~* l'est, c'est-h-dire s'il existe sur M* un 

champ de vecteurs jamais nul tangent ~ ~* .  On peut aiors orienter contin0ment les 
feuilles de o~. Si ~ est orient& une composante  de aM (qui est, rappelons le, 
t ransverse h ~ )  sera dite rentrante ou sortante selon que les feuilles de f f  partent de 
cette composante  ou y arrivent. Dor~navant nous ne consid~rerons que des feuilletages 
orientables. 

Un cycle de feuilles est une partie y de M hom6omorphe ~ S 1 et form6e de points 
de selle et de feuilles de ~ (qui sont en fait des s6paratrices de type 1 ou 2: nous 

excluons le cas trivial oO 3' serait une feuille compacte  int6rieure de ~) .  Si ~ est 
orient6, chaque composante  de 3' n M* acquiert une orientation. S'il existe une 
orientation globale de 3' induisant toutes ces orientations, le cycle de feuilles est 
totalement dissyrn~trique. Cela revient h dire que, pour toute selle s de y, les deux 
composantes  de 3' n M* adh6rentes ~ s (6ventuellement confondues si 3" ne contient 
qu 'une selle) sont des s6paratrices adjacentes en s. Un cycle y totalement dis- 
sym6trique est dit presque transverse si toutes les s6paratrices non contenues dans y 
mais issues de selles de 3' arrivent gt y (ou partent de 3') du m6me c6t6 de y;  en 
particulier une s6paratrice de type 1 d6termine un cycle presque transverse.  Une 
d6finition 6quivalente (et qui explique la terminologie) est que tout voisinage de 3' 
contient une feuille compacte  ou une courbe transverse h o~ (une courbe transverse 

d6signera toujours une courbe ferm6e simple--i .e,  l 'image d'un plongement de S ~ 

dans M- - t r a nsve r se  h ~: et ne contenant  aucune selle de o~). D6finissons enfin un 
cycle immerg~ presque transverse: un cycle immerg6 est (l'image d') une application 
continue ~ de S ~ dans M dont l 'image se compose de points de selle et de s6paratrices 
de type 1 ou 2, et qui est injective ~ ceci pros que I'image r6ciproque par ~ d'un point 
de selle de ~- peut contenir deux points de S ~. Un cycle immerg6 est presque 
transverse si par une modification arbitrairement petite on peut t ransformer ¢ en un 
plongement dont I'image est une feuille compacte  ou une courbe transverse ~t ~. Cela 
revient h dire que lorsque rn parcourt  S ~ le point ~(rn) passe ~t chaque selle selon 

J 
S~porotrices 

\ 
$ 

I 

odjacentes 

/ 

S~porolrices oppos6es 

/ '  

Fig. 2. 
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deux s6paratrices adjacentes et laisse les deux autres s6paratrices toujours du m6me 
c6t6 (a sa "dro i te"  ou ~ sa "gauche") .  Notons que la pr6sence d'un cycle immerg6 
presque transverse entraine I 'existence d 'un cycle (plong6) totalement dissym6trique. 

Si M est une surface (compacte orientable), une d~composition en pantalons de M 
est une famille ~ de courbes disjointes telles que toute composante  de la surface 
obtenue en coupant  M selon ces courbes soit un pantalon (c'est-h-dire soit diff6omorphe 
au disque ~ deux trous). Ces pantalons seront dits d~termin& par 9 .  

Remarquons que toute surface diff6rente de S 2, D 2, T 2 ou S~× I admet une 

d6composit ion en pantalons; toute d6composit ion contient 3 g + b - 3  courbes et 
d6termine 2 g +  b - 2  pantalons. Deux d6compositions de M sont conjugu&s s'il 

existe un diff6omorphisme de M envoyant  les courbes de l 'une des families sur les 
courbes de I'autre famille. 

Si ~: est un feuilletage fix6 de M, on ne consid6rera que des d6compositions trans- 

verses ~ ~,  c ' es t4-d i re  dont toutes les courbes sont transverses h ~. 
Terminons ces pr61iminaires en d6crivant rapidement certains feuilletages de deux 

surfaces 616mentaires, l 'anneau et le pantalon. 
Sur I'anneau (que nous identifions h S ~ x I), tout feuilletage sans feuille compacte  

int6rieure est isotope au feuilletage produit (dont les feuilles sont les {0} x L 0 ~ S~). 
Un feuilletage poss6dant une ou plusieurs feuilles compactes  int6rieures est isotope 
un feuilletage dont les feuilles compactes  sont les S t × {x}, pour x appartenant 5 un 
compact  K C ]0, 1[. Les feuilletages possibles sur les composantes  connexes de 
S~x ( I - K )  sont sch6matis6s sur la Fig. 3 (la Fig. 3(a) correspond aux deux com- 
posantes rencontrant  le bord de l 'anneau, la Fig. 3(b) A la "composante  de Reeb").  

Sur un pantalon tout feuilletage orientable sans feuille compacte int&ieure ni cycle 
de feuilles totalement dissymdtrique est conjugud au feuilletage ~o repr6sent6 a la Fig. 
4 (et ~ la Fig. 1). Ce fair sera d4montr6 par la suite, comme corollaire du Th6or~me 2.1 
ci-dessous. Bornons-nous pour I'instant ~ la remarque suivante, que nous utiliserons 
dans la d6monstration du Th6or~me 2.1: si o ~ est un feuilletage sans feuille compacte  
int4rieure d 'un pantalon P, et s'il existe une courbe transverse fa f f  d6coupant P e n  un 
anneau et un pantalon P ' ,  il suffit pour v4rifier que f f  est conjugu6 ~ ~,, de prouver  
que o~,e, l'est. 

§2. EXISTENCE D'UNE DECOMPOSITION EN PANTALONS 

THEOREME 2.1. Soit ~ un feuilletage orientable sans cycle de feuilles totalement 
dissym6trique d' une surface M diff&ente de T 2 et de S ~ x I. AIors il existe sur M une 
d6composition en pantalons ~ transverse ~ ~. 

- - S i  ~ ne possbde pas de feuille compacte int6rieure, le feuilletage induit par ~ sur 
chacun des pantalons d~termin& par @ est conjugu~ ~ ~,,. La surface M munie de 
peut donc s'obtenir par recollements selon leurs bords de pantalons munis de ~o. 

- - S i  ~ possbde une ou plusieurs feuilles compactes int~rieures, on peut demander 

(o) (b) (c) 
Fig. 3. 
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le feuilletoge ~o 
Fig. 4. 

que ces [euilles ne rencontrent aucune courbe de 9. Chacun des pantalons d~termin~s 
par 9 contient un pantalon sur lequel le [euilletage induit par ~ est conjugu~ ~ ~o, et 
peut s'obtenir par recollement selon leurs bords de pantalons munis de ~o et 
d'anneaux contenant toutes les [euilles compactes int~rieures de ~ (les feuilletages 
possibles sur ces anneaux ont 6t6 d6crits dans les pr61iminaires). 

Remarque 1. On t rouvera ci-dessous (Exemples 1 et 2) des feuilletages sur la 
surface ferm6e de genre 2 orientables et sans feuille compacte  mais n 'admettant  pas 
de d6composit ion en pantalons. Ces feuilletages poss~dent des cycles de feuilles 
totalement dissym6triques. 

Remarque 2. Les pantalons que l 'on obtient en d6coupant M selon les courbes de 
9 ne sont pas forc6ment  plong~s dans M. En d'autres termes deux composantes  du 
bord d 'un pantalon peuvent  provenir  par d6coupage de la m~me courbe transverse 
~. La troisi6me composante  du bord provient aiors d 'une courbe de M homologue 
0. I1 existe (Exemple 3 ci-dessous) un feuiUetage ~; de la surface ferm6e de genre 2 
sans feuiile compacte  ni cycle de feuilles mais tel que M ne peut pas s'6crire comme 
l 'union de deux pantalons plong6s h bords transverses h ~. L 'Exemple  3 permet  
6galement de voir qu'il n 'existe pas sur la surface ferm6e de genre 2 de d6composit ion 
9o telle que tout feuilletage sans feuille compacte  ni cycle de feuilles admette une 
d6composit ion conjugu6e ~ 90. Le Th6or6me 4.1 ci-dessous montrera que ces deux 
ph6nom~nes disparaissent si on se restreint aux feuilletages sans feuille compacte ni 
liaison. 

Avant de d6montrer  le Th6or(3me 2.1, notons que I'on en dgduit imm6diatement le 
rgsultat suivant: 

COROLLAIRE 2.1. Tout [euilletage orientable d'un pantalon sans [euille compacte 
int~rieure ni cycle de [euilles totalement dissym~trique est conjugu~ ~ ~o. 

D6monstration du Th6or/~me 2.1 

Soit q le nombre de selles de ~ ( ~  poss~de au moins une selle car M est 
diff6rente de T 2 ou S i x  I). Nous allons montrer  que I'on peut t rouver q pantalons 
disjoints Pi (1 <<- i <~ q) plong~s dans M tels que: 

- - c ha que  Pi contient exactement  une selle de ~. 
- - l e s  composantes  de 8Pi sont transverses A ~ et ne rencontrent  aucune feuille 

compacte  int6rieure de ~-. 
--~p~ est conjugu6 ~ ~o. 

q 
AIors, si M i e s t  I 'adh6rence d 'une composante  de M -  U P~, le feuilletage ~IMj est 

i-1 
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non singulier et t ransverse ~ 6M~; donc Mj est un anneau. En choisissant une 
composante  de 6M/pour  chaque M / n e  rencontrant  pas 6M, on construit  une famille 
de courbes transverses ~ ~ telle qu 'en d6coupant M selon ces courbes on obtienne q 

pantalons (contenant chacun l'un des P~). La seule chose qui reste ~ v6rifier pour 
prouver  ie th6or~me est que, si ~ ne poss6de pas de feuille compacte  int6rieure, ie 
feuilletage induit sur chacun des pantalons d6termin6s par ~ est conjugu6 ~ ~o. Mais 
cela r6sulte imm6diatement de remarques faites dans les Pr61iminaires sur les feuil- 
letages de l 'anneau et du pantalon. 

Avant de construire les P~, nous devons 6tudier ies feuilles compactes  int6rieures 
de ~. Notons  que ces feuilles ne sont pas homotopes  ~ 0 sur M e t  que, m6me s'il y en 
a une infinit6, elles se r6partissent en un hombre fini de classes d' isotopie (ce hombre 
est inf6rieur ou 6gal ~ 3g + 2b - 3). 

LEMME 2.1. Soit ~: un feuilletage orientable sans cycle de feuilles immerg~ presque 
transverse d'une surface M diff~rente de T 2, et  0 une classe d'isotopie de courbes 
fermdes simples contenant au moins deux feuilles compactes int~rieures de ~. Il existe 
deux feuilles compactes int~rieures L~ et L2o appartenant ~ 0 telles que toute autre 
feuille compacte appartenant fi 0 soit contenue dans l'anneau bord~ par LJo et LEo. 

D6monstration du Lemme 2.1 
Pour  tout couple de feuilles compactes  appartenant  ~ 0, on consid~re l'int~rieur de 

l 'anneau bord6 par ces feuiiles. Soit U l 'union de tous ces int6rieurs. U est un ouvert  
connexe de M qui, s'il existe dans 0 plus de deux feuilles compactes ,  contient au 

moins une feuille compacte  (appartenant ~ 0). 
La fronti~re de U s e  compose de feuilles int6rieures de ~ et 6ventuellement de 

points de selle. Si cette fronti/~re ne contient  que des feuilles compactes  (qui 
n6cessairement appartiennent ~ 0), le lemme est clair. S'il existe dans la fronti~re de 

U une feuille l qui n 'est  pas compacte  et n 'est  pas une s6paratrice de type 1 ou 2, il 
existe un ouvert  distingu6 pour ~ clans lequel I passe une infinit6 de lois, et on en 
d6duit un intervalle compact  transverse & ~ qui coupe l une infinit~, de fois. Mais ceci 
est impossible car un tel intervalle devrait couper  une infinit6 de fois toute feuille 
compacte  contenue dans U. Le seul cas restant est celui o0 les feuilles contenues dans 
la fronti~re de U seraient des s6paratrices de type l ou 2 (en plus 6ventuellement 
d 'une feuille compacte).  Mais la fronti~re de U, d~s qu'elle contient une selle et une 
de ses s6paratrices, contient aussi une des deux s6paratrices adjacentes;  on voit donc 
qu'elle devrait  en fait contenir  un cycle immerg6 presque transverse,  ce qui par 
hypoth/~se est exclu. Cela ach~ve de prouver  le Lemme 2.1. [] 

Montrons maintenant l 'existence des Pi. Supposons que l 'on ait construit  p -  1 
pantalons Pi (1 <~i<p, 1 <-p < q )  et montrons comment  construire Pp. Soit M'  

p-1 
I 'adh6rence d 'une composante  de M -  U P~ contenant  au moins une selle. L 'hypo-  

i=1 

th6se que o~ ne poss6de pas de cycle de feuilles totalement dissym6trique entra~ne 
que filM' poss6de deux s~paratrices libres oppos~es l et l'. Nous  allons construire darts 
I'int6rieur de M'  deux courbes disjointes ou confondues  C et C' transverses h f f  telles 
que C (resp. C') rencontre l (resp. I') et qu'il existe un point x (resp. x') appartenant 
C O I (resp. C' n l') tel que C' (resp. C) ne rencontre  pas l (resp. l') entre x (resp. x') 
et s (s d6signe la selle d 'o0 sont issues l e t  l'). On demande de plus que C et C' ne 
rencontrent  aucune feuille compacte  int6rieure de ~. 

L 'exis tence de C et C' est claire si l e t  l' rencontrent  6M' (noter que ~M' ne coupe 
aucune feuille compacte  int6rieure de if). On peut donc supposer sans perte de 
g6n6ralit6 que l ne rencontre  pas 6M'. Soit alors m un point de M qui n 'est  pas une 
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selle de ~ et au voisinage duquel l passe une infinit6 de fois. Si la feuille de ~IM' 
contenant  m est compacte  (n6cessairement int6rieure), l spirale vers cette feuille et il 
est facile de construire C (cf. Fig. 5a). Sinon, on voit en utilisant le Lemme II.1 qu'il 
existe un intervalle ouvert  J transverse ~ f f  et contenant  m, mais ne rencontrant  
aucune feuille compacte  int6rieure de ,~IM'. La m6thode usuelle de construction de 
transversales ferm6es (cf. Fig. 5b) fournit  une transversale C qui coupe l et ne 
rencontre  aucune feuille compacte  int6rieure de ~IM'- 

Si l' coupe C, on pose C ' =  C. Si l' ne coupe pas C mais rencontre  3M', on choisit 
comme C' une courbe voisine de la composante  de ~M' ~ laquelle aboutit l'. Si I' ne 
rencontre  ni C ni ~M', on consid6re la surface obtenue en coupant M'  selon C, et on 
obtient C' en appliquant sur cette surface la technique qui a d6jh permis de construire 
C. 

Le th6or6me repose maintenant sur I 'observation suivante, due a Harold Rosen- 
berg. Supposons C = C'. Alors l 'orientabilit6 de ~: entraine que l e t  l' atteignent C du 
m6me c6t6 de C (cf. Fig. 6). Les courbes Ct et C2 dessin6es en pointill6 sur la Fig. 6 
peuvent  6tre rendues transverses ~ ~ et Cj U C2 U C borde dans M'  un pantalon 
contenant  s. Ce pantalon est le pantalon Pp cherch6 (on remarque que Pp ne rencontre 
aucune feuille compacte  int6rieure de ~ et que ~re~ est conjugu6 h ,~o). 

Si maintenant C #  C', on d6duit de m6me une courbe Cl transverse ~ ~ (cf. Fig. 
7), et le pantalon cherch6 est bord6 par C U C' U C1: le pantalon Pp ainsi obtenu 

contient s, fflPp est conjugu6 h ,~o, et Pp ne rencontre aucune feuille compacte  
int6rieure de ~. Cela prouve le Th~or~me 2.1 par r6currence sur p. [] 

Du th6or6me 2.1 on d6duit 6galement le corollaire suivant, que nous utiliserons 

dans le §4: 

COROLLAIRE 2.2. Soit sur une surface M un feuilletage ~ orientable sans cycle de 
feuilles totalement dissymEtrique tel que toute [euille compacte intErieure soit coupEe 
par une transversale fermEe. II existe une [amille finie de courbes disjointes transverses 
fi ~ telle que toute demi-feuille ne rencontrant pas 6M coupe une des courbes de cette 

famille. 

D~monstration du Corollaire 2.2 
Pour chaque classe d' isotopie 0 contenant  une feuille compacte  int6rieure, choisis- 

sons une transversale ferm6e coupant une (et donc toute) feuille compacte  int6rieure 

(a) 

,/ 

' / 'D 

! 

(b) 

Fig. 5. 
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K 

x 

Fig. 6. 

/-,,\ /,' 

Fig. 7. 

appartenant ~ 0. Ajoutons h ces courbes celles de la famille ~ donn6e par le 
Th6or6me 2.1. La famille ainsi obtenue v6rifie les conditions du corollaire, ~ ceci pr6s 
que les courbes de cette famille ne sont en g6n6ral pas disjointes. Mais on peut 
"supprimer  les croisements"  pour se ramener  ~ cette situation. [] 

Remarque 3. Le Corollaire 2.2 peut 6galement se d6montrer  "~ la main" (sans 
consid6rer de d6compositions en pantalons). I1 reste en fait valable si on remplace 
I 'hypoth~se "sans cycle de feuilles totalement dissym6trique" par "sans cycle de 
feuilles immerg6 presque t ransverse"  (voir [10]). On notera toutefois qu'il ne s'ap- 
plique pas au feuilletage de l 'Exemple 2 ci-dessous h cause de la pr6sence d'un cycle 
de feuilles presque transverse. 

Remarque 4. Nous montrerons dans le §4 le r6sultat suivant, beaucoup plus fort  
que le Corollaire 2.2: si, en plus des hypotheses  du Corollaire 2.2, f f  ne poss~de pas 
de liaison, aiors il existe une courbe transverse h ~ coupant  toute demi-feuille ne 
rencontrant  pas 6M. 

3. E X E M P L E S  

Exemple 1. Par tons d 'un riot irrationnel sur T 2, modifions-le en ajoutant une 
"bouc le"  comme dans la Fig. 8, et d6coupons le disque hachur6 de mani~re ~ obtenir 
un feuiiletage du tore trou~ pour iequel le bord est un cycle de feuilles. Puis recollons 
deux exemplaires de ce feuilletage en prenant soin de ne pas identifier les singularit~s, 
de fa~on ~ obtenir sur M2 (la surface ferm6e de genre 2) un feuilletage orientable sans 
feuille compacte  mais poss~dant un cycle de feuilles totalement dissym~trique (cf. 
Fig. 8). Le cycle de feuilles n'6tant coup~ par aucune transversale, ce feuilletage 
n'admet pas de dgcomposition en pantalons. 

TOP Vol. 21, No. I--B 
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Fig. 8. 

Exemple 2. La construction de cet exemple commence comme celle du pr6c6dent, 
mais au moment de recoller les deux feuilletages intercalons une composante de Reeb 
port6e par un anneau (cf. Fig. 9), de fa~on ~ obtenir sur ME un feuilletage orientable 
sans feuille compacte poss6dant deux cycles de feuilles presque transverses. Ces 
cycles de feuilles n'6tant coup6s par aucune transversale ferm6e, le feuilletage 
n 'admet pas de d6composition en pantalons et il est impossible de trouver une [amille 
finie de courbes transverses telle que toute demi-[euille rencontre au moins une courbe 
de la famille. 

I1 est possible de construire un exemple qui poss/~de les m6mes propri6t6s que le 
pr6c6dent, mais avec seulement un cycle de feuilles presque transverse. 

Exemple 3. Cet exemple illustre les pathologies qui peuvent se produire lorsqu'un 
feuilletage poss/~de une liaison, m~.me en l 'absence de tout cycle de feuilles. 

I1 existe[2, 15 Chap. 9] un feuilletage ~3 sur le tore trou6 (i.e. T 2 priv6 d'un 
disque ouvert), transverse au bord, orientable, sans feuille compacte ni liaison, tel 
qu 'exactement une s6paratrice issue du point de selle rencontre le bord et qu'il existe 
des feuiiles r6guli~res ne rencontrant pas le bord. Recollons deux tels feuilletages en 
identifiant les points of 1 les s6paratrices atteignent le bord, de fagon h obtenir sur M2 
un feuilletage ~ orientable sans feuille compacte ni cycle de feuilles, mais poss6dant 
une liaison. Appelons s~ et s2 les selles de ~,  I la s6paratrice joignant sl ~ s2, C la 
courbe homologue ~ 0 selon laquelle s'est effectu6 le recollement (voir Fig. 10). 

PROPOSITION 3.1. Toute courbe transverse ~ ~ qui coupe l e s t  isotope ~ C. 

COROLLAIRE 3.1. M2 ne peut pas s'~crire comme l'union de deux pantalons plongds 
dont les bords sont transverses ~ ~. 

COROLLAIRE 3.2. Il n'existe pas de courbe transverse fi ~ rencontrant toute feuille 

de ~ saul  peut-~tre I. 

D~monstration des Corollaires 3.1 et 3.2 
Remarquons que, si P est un pantalon plong6 dans M2 dont les bords sont 

transverses ~i ~,  l 'une des composantes de gP rencontre l e t  donc d'apr~s la 
Proposition 3.1 est isotope A C. Cela prouve le Corollaire 3.1. Soit maintenant Co une 

Fig. 9. 
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le feuil lelage 

Fig. 10. 

courbe transverse h f f  rencontrant  toute feuille de ~- sauf peut-6tre I. La courbe Co 
rencontre  en particulier les s6paratrices issues de sl adjacentes ~ l, et par la m6thode 
expos6e lors de la d6monstrat ion du Th6or~me 2.1 (cf. Fig. 6) on en d6duit un pantalon P 
plong6 dans M2, contenant  s~, et dont  les bords sont transverses h ~. La courbe Co est une 
composante  de ~P. D'apr~s la remarque pr6c6dente,  l 'une des composantes  de/~P est 

isotope ~ C, et il en r6sulte que Co ne coupe pas les feuilles de ~ contenues dans la 
composante  de M2 - C qui ne rencontre  pas P. Le Corollaire 3.2 est donc d6montr6. [] 

Remarque 5. Comme nous le verrons dans le §4, les r6sultats des Corollaires 3.1 et 
3.2 ne sont possibles que parce que ~ poss~de une liaison. Mais ils cessent d'6tre 
vrais si on modifie ~ par une op6ration de Whitehead (ce fait est g6n6ral; voir [10]). 

D6monstration de la Proposition 3.1 
Soit C~ une courbe transverse & o~ coupant  I et non isotope & C. On peut supposer 

que C~ coupe C transversalement  et en un nombre fini de points. Supposons que cette 
intersection ne soit pas minimale (i.e. il existe une courbe CI isotope A Cj coupant C 
en str ictement moins de points que CO. Alors [6] il existe un arc compact  A de C et un arc 
compact  B de C~ ne se rencontrant  qu'~ leurs extr6mit~s et tels que A U B borde dans M2 
un disque (anguleux) D dont l 'int6rieur ne rencontre  pas C U Ct. En utilisant le fait que 
toutes les singularit~s de ~: sont des se|les, il est facile de montrer  que ie feuilletage induit 
par ~ au voisinage de D est non singulier et donc conjugu6 ~ celui dessin6 ~ ia Fig. I 1. On 
peut donc par une isotopie de C~ ~ travers des courbes transverses ~ ~ diminuer le nombre 
de points d ' intersection de C et Cj. En r6p6tant cette op6ration, on voit finalement qu'il 
existe une transversale ferm6e C2 coupant  l, non isotope ~ C, et coupant C minimale- 
ment. 

On va maintenant construire une transversale C' coupant l, non isotope & C et 
disjointe de C. Si C f3 C2 = 0, il n 'y a rien ~ d6montrer.  Si C fq C2 est non vide, on peut 
supposer C fq C21"3 ! = 0. Soit a2 un arc de C2 rencontrant  l, dont les extr6mit6s a et b 
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C, \ / 

\ / 
X 

D 

Fig. I 1. 

C 

sont sur C, mais dont I'int6rieur ne coupe pas C. Alors il existe une composante  a '  de 
C -  {a, b} telle que a '  U a2 puisse 6tre d6form6 au voisinage des points a et b de fa9on 

donner  une courbe 6'3 transverse h ~.  Cette courbe coupe I (parce que (3¢ 2 coupe l) et 
n'est pas isotope ~ C car I ' intersection de C et C2 est minimale. Parce que M z - C  
poss6de deux composantes  connexes,  on peut modifier la courbe Ca au voisinage de c~' 
de faqon ~ la rendre disjointe de C, tout en la laissant transverse h ~. On obtient ainsi 
la courbe C' cherch6e. 

On utilise maintenant un lemme technique de Stredder (Lemmes 7.1.1.1/2 et 
9.1.1. de [15]), dont  nous donnerons la d6monstration ~ la fin de ce paragraphe.? 

LEMME 3.1. Soit ~ un [euilletage orientable sans [euille compacte  int~rieure ni liaison 

et C, C' deux transversales disjointes non isotopes. S ' i l  existe une feuille de J; coupant  C 
et C', il existe (cf. Fig. 12) une selle s, deux s~paratrices adjacentes t et t' issues de s, 

un point x E t N C et un point x '  E t' f3 C' tels que le segment de t (resp. t') compris 

entre s e t  x (resp. x') ne rencontre pas C' U C. 

On obtient la Proposit ion 3.1 en appliquant le Lemme 3.1 au feuilletage induit par o% 
sur I 'adh6rence de la composante  de M - C  qui contient  C'; la situation de la Fig. 
12 est en effet impossible car par construction C' rencontre  l et donc le segment de t 

compris entre x et s. [] 

$ 

t I '  
X' 

17' 
# 

m 

C C ° 

Fig. 12. 

tVoir  auss i [ l l ] ,  Lemma 3. 
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Remarque 6. Soit i f '  un feuilletage obtenu sur M2 en recollant deux exemplaires  de cg 

de fa~on & ne pas cr6er de liaison. I1 existe des courbes  t ransverses  ~t i f '  rencontrant  toute 
feuille et coupant  C en deux points. Mais si o n " t r o n q u e "  une telle t ransversale  de faqon ~t la 
rendre disjointe de C (cf. passage de C2 & C' ci-dessus), elle ne rencontre  plus qu'une seule 
des deux s6paratr ices qui coupent  C- - ce l l e  qui est  issue de la selle situ6e de l 'autre c6t6 de 
C, confo rm6ment  au L e m m e  3.1. 

Demonstration du Lemma 3.1 
Par  hypoth~se,  on peut  t rouver  un segment  mm'  contenu dans une feuille, dont 

l ' int6rieur ne rencontre  pas C U C'  et dont les extr6mit6s appart iennent  respect ive-  
ment  A C et C' (cf. Fig. 12). Orientons ~ de faqon que ce segment  soit orient6 de m 
vers m' ,  et choisissons 6galement une orientation de C. Pour  n E C voisin de m, le 
segment  ram' se re l ive  en un segment  nn' contenu dans une feuille de if, avec n '  E C'. 
Si pour  tout point n E C la demi-feuille positive issue de n coupe C' ,  les segments  

ainsi d6termin6s permet tent  de construire une isotopie entre C et C'. C o m m e  C et C'  

sont suppos6es non isotopes,  il existe, lorsqu 'on parcour t  C h partir  de m, un premier  
point x pour  lequel la demi-feuille issue de x ne coupe pas C'. 

Si cette demi-feuille aboutit  A une selle (contrairement  a notre d6finition, un 
morceau  de s6paratrice joignant un point r6gulier ~ une selle est ici consid6r6 comme  
une demi-feuille), appelons t '  la s6paratrice issue de cette selle comme clans la Fig. 12. 
Si la demi-feuille issue de x n 'abouti t  pas ~t une selle, c 'es t  elle que nous appelons t'. I1 

suffit pour obtenir  le lemme de prouver  que t '  coupe C'. 
Supposons  donc t '  f3 C '  = 0. C o m m e  t'  ne rencontre pas 8M et que ~ ne poss~de 

ni liaison ni feuille compac te  int6rieure, il existe des points au voisinage desquels t '  
passe une infinit6 de fois. On peut donc t rouver  un intervalle ferm6 [p, q] t ransverse  
,~, ne rencontrant  pas C U C',  et tel que t' coupe une infinit6 de fois tout sous-in- 
tervalle [p, q']. C o m m e  t' ne coupe pas C' ,  on voit que l ' intervalle d6coup6 sur [p, q] 
par deux points quelconques de [p, q] f3 t '  rencontre chacun des segments  nn', pour 
n E C compris  entre m et x. Le point p e s t  donc adh6rent ~ chacun de ces segments,  

ce qui est impossible.  [] 

§4. LES DECOMPOSITIONS CANONIQUES 

Cette section est consacr~e aux feuilletages sans liaison. Pour  les feuilletages sans 

cycle de feuilles to ta lement  dissym6trique,  nous avons prouv6 dans le §2 l 'exis tence 
de d6composi t ions  en pantalons.  Not re  but maintenant  est de t rouver  sur M une 

d6composi t ion ~ telle que tout feuilletage de M orientable sans feuille compac te  

int6rieure et sans liaison admet te  une d6composi t ion conjugu#e ~ 9.  C o m m e  nous 
allons le voir, c 'es t  possible si M est ferm6e;  si 8M est non vide, la situation est un 
peu plus compliqu6e car il faut  consid6rer le nombre  de bords rentrants  et sortants 
des feuilletages. 

Soit ~ un feuilletage orient~ de M e t  @ une d6composi t ion de M e n  pantalons 
t ransverse  & ~. Chaque courbe de la d6composi t ion ainsi que chaque composan te  de 
8M acquiert  une orientation transverse induite par  ~.  En particulier,  on peut parler de 
bords rentrants  et de bords sortants  (cf. Pr61iminaires). 

d6finit ainsi un triplet ( g , r , s )  oR g est le genre de M, r le nombre  de 
composan tes  rentrantes  de 6M, s le nombre  de composan tes  sortantes.  Notons  la 
relation 2 g + r + s / > 3  (qui expr ime s implement  que M n 'es t  ni D 2 ni S 2 ni T 2 ni 
S 1 x I ) ,  et remarquons  6galement que si ~ ne poss6de ni liaison ni feuiile compac te  
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int6rieure alors (g, r, s) n 'es t  6gal ni ~ (0, 0, 3) ni h (0, 3, 0). En fait, comme nous le 
verrons  par la suite (cf. Remarque  9), g = 0 entraine r /> 1 et s t> 1 si ~ ne poss/~de ni 
liaison ni feuille compac te  int6rieure. 

R6ciproquement ,  pour  tout triplet (g, r, s) d 'ent iers  positifs ou nuls tel que 2g + r + 
s /> 3 et que r et s soient non nuls si g est nul, nous allons d6finir un ou deux modules 
canoniques.  Un modble associ6 h (g, r, s) est la donn6e d 'une surface M de genre g (le 
suppor t  du module), d 'une d6composi t ion de M e n  pantalons,  et d 'une orientation 
t ransverse  des courbes  de la d6composi t ion ainsi que des composan tes  de cSM, telle que 
M poss~de r bords rentrants  et s bords sortants.  Deux mod/~les sont consid6r6s comme  
dquivalents s'il existe un diff6omorphisme entre les supports  conjuguant  les d6com- 
posit ions et respectant  les orientat ions t ransverses .  Si ~ est  un feuilletage orient6 d 'une 
surface  M, toute d6composi t ion de M t ransverse  ~ f f  d6finit un mod/~le. 

Le  premier  modble canonique  ~s, ~,~ est  d6fini pour  r 1> 1 et s/> 1 et est  repr6sent6 sur 
la Fig. 13 ci-dessous.  

Si r o n  veut donner  de ~g.~,~ une d6finition rigoureuse,  consid6rons une surface 
Mg.,.s de genre g dont le bord poss~de b = r + s composantes  R0, R~ . . . . .  Rr-l, So, 
SI . . . . .  Ss-~. La  d6composi t ion ~g .... de Mg.r,s est donn6e par des courbes  disjointes 

CI, C 2 , . . . ,  C3g+b-3 d6coupant  M~.r.s en 2g + b -  2 pantaions d'int6rieurs disjoints P~, 
P2 . . . . .  P2g+b-2, de telle sorte que les conditions suivantes soient satisfaites: 

--t~Pi : Ci_I U Ci U R i 2 <_ i <_ r - 1  

--~Pr+2i = Cr+3i-! U Cr+3i U Cr+3i+ l 0 <- i <- g - 1 

--~Pr+2i+l = Cr+3i U Cr+3i+l U Cr+3i+ 2 0 <_ i <- g - l 

--~P2g+,+i = C3g+r+i-1 U Ss-l-i U Cag+r÷i 0 <- i <- s - 3 
- - ~ P t = R o U R I U C I  s i r > l  

--t~P2g+r+s-2 = C3g+r+x-3 U S| U So s i s  > 1 
( s i r  ou s est 6gal ~ l, ces conditions n6cessitent  quelques am6nagements  que nous ne 
d6taillerons pus). 

I I I I I i I I I I i i I ! 
PI P., P, P,.2, P~ .. . . .  P2,+, Pz . . . . . .  2 , 

8, g - ,  - 

R s 
0 ~r÷3; 3~+r+$-3 

Le m o d e l e r ' s , r , ,  (sur ie dess in :  g = 3 ,  r = 4 , s = 5 ) .  

l e s  t r o i t s  d r o i t s  ( t r o v e r s 6 s  p a r  u n e  f l f . c h e )  s y m b o l i s e n t  les  c o m p o s o n t e s  du b o r d .  

Fig. 13. 
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L'or ienta t ion t ransverse  le long des composan tes  de ~SM est choisie de faqon que 

les Ri (0 <<- i <~ r - 1) soient rentrants  et les S~ (0 ~< i ~< s - 1) sortants.  Si C~ (1 ~< i ~< 3g + 

b - 3 )  est une des courbes  de la d6composi t ion,  C~ appart ient  h deux pantalons P~ et 

P~+~, et l 'orientat ion t ransverse  le long de C~ est choisie de P~ vers Pj÷~. On peut 
v6rifier que la d6finition que nous venons  de donner  d6termine effect ivement  un 
module ~ 6quivalence pr~s. 

Les  composan tes  R0, R~, So, S~ de 6Mx .... seront  dites primaires. 

Le  second module canonique M'g.~,s est d6fini pour g />  1. II est obtenu ~ partir  de 
Ms ~.~+~,s+~ en recollant les composan tes  R0 et So de 6Me-L~+L~+~ et est repr6sent6 sur 

la Fig. 1 dans le cas d 'une surface ferm6e (r = s =0) .  Son support  M~ ..... est une 

surface de genre g poss6dant  r bords rentrants  R~ . . . . .  Rr et s bords sortants  
S~ . . . . .  S~. La  d6composi t ion ~g .... associ6e h Mg .... poss6de 3g + r +  s -  3 courbes:  

les courbes  C~ . . . . .  C3g+~+~-4 provenant  de @e L~+~.s+~ et la courbe C3e+,+~-3 provenant  
de l ' identification de R0 et de So. 

Avec  ces d6finitions, le r6sultat principal de ce paragraphe s '6nonce comme  suit: 

THI~ORI~ME 4.1. Soit ~ un feuilletage orientd sans liaison d 'une  surface M diff&ente 
de T 2 ou S I × I tel que toute feuille compacte  int6rieure soit couple  par  une trans- 

versale fermde. Soit g le genre de M, soit r le nombre de composantes  rentrantes de ~M 

et s le nombre de composantes  sortantes. II existe sur M une d6composition en 
pantalons ~ telle que: 

- - s i  toute demi-feuille de ~ coupe 8M, le module d~fini par  @ et ~ est ~quivalent 

~ / ~  g, r, s .  

- - s ' i l  existe une demi-feuille de ~ ne coupant  pas 8 M  (en particulier si M est sans 

bord ou si ~ posskde une feuille compacte  int&ieure), le module d~fini par  ~ et ~ est 
dquivalent ~ Mg.~.~. 

Dans les deux cas, le feuilletage induit par  ~; s ur chacun des pan talons d~coup~s par  @ 

est conjugu~ ~ ~o. 

En d 'aut res  termes,  il existe un diff6omorphisme de M avec  N (N  6tant la surface 

repr6sent6e ~ ia Fig. 13, pour  g, r et s convenab lement  cho i s i s - - avec  6ventuel lement  
R0 et So identifi6s) tel que le feuilletage orient6 ~N que ,~ d6finit sur N soit t ransverse  
aux 3g + b -  3 courbes  dessin6es sur N e t  induise sur ces courbes  ainsi que sur les 
composan tes  de ~N l 'orientat ion t ransverse  symbolis6e par les fl~ches. Sur chacun des 

2g + b - 2 pantalons d6termin6s sur N, le feuilletage induit par  ~N est conjugu6 h ffo- 
Dans le deuxi~me cas, toute feuille compac te  int6rieure de ~ coupe la courbe de 

cor respondant  h R0 = So, et toute demi-feuille non compac te  coupe ~ une infinit6 de lois. 

Remarque  7. C o m m e  le montre  l 'Exemple  3 ci-dessus,  le r6sultat du Th6or~me 4.1 

peut ne pas s 'appl iquer  d~s que f f  poss~de une liaison. Mais dans ce cas on peut  en 
g6n6ral modifier ~ par des op6rations de Whitehead de faqon fi t rouver  un feuilletage 

auquel le r6sultat du Th6or~me 4.1 s 'appl ique (voir [10]). 

Remarque 8. Etant  donn6 un module M~,r,s OU M~ ..... il existe toujours  (cf. [15]) un 
feuilletage ~ orient6 sans feuille compacte  int&ieure ni liaison et une d6composi t ion 
en pantalons ~ t ransverse  A ~ tels que le module d6fini par @ et ~ soit 6quivalent au 
module donn6. 

Remarque  9. Si ~ est un feuilletage orient6 sans feuille compac te  int6rieure ni 
liaison d 'une surface M de genre 0, le Th6or~me 4.1 entralne que toute demi-feuille de 

rencontre 8M, conform6ment  au th6or~me de Poincar6-Bendixson.  
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Remarque 10. Pour  un feuilletage ~ sans feuille compacte  int6rieure, dire que 
toute demi-feuille atteint 6M signifie que toute feuille de ~*  est ferm6e dans M*. 

D6monstration du Th6or~me 4.1 
LEMME 4.1. Soit ~ un feuilletage orient~ d'une surface M. II existe (cf. Fig. 14) des 

courbes disjointes a~ . . . . .  a~, g31 . . . . .  ~ ,  transverses ~ ~ et des parties disjointes 

X~ . . . . .  Xm, Y~ . . . . .  Y,  de M telles que: 
(I) Pour 1 <- i -<- m, la courbe a~ s(pare M, et X~ est i'adh~rence d'une composante 

de M - a~. 
(2) Pour 1 <- ] <- n, la courbe @i s~pare M, et Yj est l' adh~rence d' une composante 

de M -  g3j. 
(3) Pour 1 <- i <_ m (resp. 1 <- ] -< n), il existe une d6composition de Xi (resp. Yj) 

transverse ~t ~lx~ (resp. ~lv i) et d(finissant un modble ~,quivalent ?t Mo, r~, l (resp. ~0, J, s); 
rz (resp. s~) est un entier au moins (gal d 2; en particulier toute composante de 6X~ 

(resp. 6Yj) diffdrente de ai (resp. @~) est un bord rentrant (resp. sortant) de M. 
(4) Si H d~signe l' adhfrence du compl~mentaire dans M de l 'union des Xi et des Y~, 

deux s(paratrices oppos(es de ~ln qui rencontrent 3H ne rencontrent jamais deux 

composantes diffdrentes de 3H. 
(5) Si de plus on se donne un bord rentrant R et un bord sortant S de M, on peut 

choisir les courbes a~ et ~ et les d6compositions de X~ et Y~ de faf~on que R (resp. S) 
ou bien appartienne fi H ou bien appartienne ?t X~ (resp. YO et soit identiIid ?~ un bord 

primaire de d/(o. q, ~ (resp. ~o, ~.~,). 

Remarque i 1. La surface H d6finie dans la condition 4 est connexe. 

D6monstration du Lemme 4.1 
Montrons d'abord comment  construire a~. S'il n'existe pas dans M deux 

s6paratrices oppos6es provenant de deux bords rentrants diff6rents, il n'y rien 
d6montrer. Soient donc B0 et B~ deux composantes  rentrantes distinctes de 6M d'oO 
partent deux s6paratrices oppos6es (on choisit si possible B0 = R). En appliquant la 
technique expos6e dans la d6monstration du Th6or~me 2.1 (cf. Fig. 7), on construit un 
pantalon ~j  et une courbe ~ transverse h ~,  tels que ~ = B0 U B~ U 61. S'il existe dans 

Fig. 14. 
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M - ~ deux s6paratrices oppos6es provenant  l 'une de ~ et l 'autre d 'un bord rentrant  B~ 
diff6rent de B0 ou B], nous construisons un pantalon ~ et une courbe ~ ,  avec 

3 ~ 2 = ~  U B~ U~2. 
En r6p6tant cette op6ration, on obtient des courbes disjointes &, 3~ . . . . .  3~ 

transverses A ~ et des pantalons ~ . . . . .  ~a d'int6rieurs disjoints avec &~ = 
3 ~ U  B~ U 3~ (2 ~< i ~< k), B~ 6tant une composante  rentrante de 8M. Appelons M~ 

I 'adh6rence de M -  U ~ .  La construction s'arr4te lorsque, pour route s4paratrice de 
i=1 

o%1~ ~ provenant  de 6~, la s6paratrice oppos6e ou bien ne provient pas de 3M~ ou bien 
k 

provient 6galement de 3a. On pose alors ai = 3a, X] = U ~i- 
i-1 

On construit  maintenant par r4currences les az et les X~ (2 ~< i ~< m) en appliquant le 
i-1 

proc6d4 pr6c6dent fi l 'adh6rence de M -  U Xj autant de fois que n6cessaire. Les ~ 
~-I 

et les Y~ sont ensuite construits de fa~on analogue en consid6rant l 'adh6rence de 

M -  ~ Xi et en renversant  l 'orientation de ~. I1 est clair que ies ai, YJi, Xi, Y~ ainsi 
i=1 

d~termin4s poss6dent toutes les propri4t6s requises. [] 

Nous allons maintenant montrer  le Th4or6me 4.1 dans le cas of] toute demi-feuille 
de ~- atteint 6M. Appliquons le Lemme 4.1 et remarquons que dans ce cas ~ln ne 
posshde pas de feuille compacte  int6rieure et toute demi-feuille de ~ln atteint 6H. 

Si H est diff6omorphe ~ S ~ x L le th6orhme est prouv6. M est alors de genre 0. 

Si H n'est  pas un anneau, le Th4orhme 4.1 r4sulte imm4diatement de la connexit6 
de H et du lemme suivant (qui entraine en particulier m = n = 1): 

LE~ME 4.2. Soit ,~ un feuilletage orient~ sans feuiUe compacte int~rieure ni liaison 
d 'une surface M de genre g. Supposons que toute demi-feuille de ~ rencontre 8M et 
qu'i l  n'existe pas de s~paratrices oppos~es rencontrant des composantes diff~rentes de 
3M. Alors 3M a deux composantes et, si M n'est  pas un anneau, il existe une 
d~composition de M transverse ~ ~ et d~finissant un modble dquivalent ~ ~ ,  i, 1. 

D4monstrat ion  du  L e m m e  4.2 

La d6monstrat ion se fait par r6currence sur le nombre q de selles de ~,  qui est 
6gal ~ 2g - 2 + b, ofJ b est le nombre de composantes  de 8M (remarquons que b e s t  au 
moins 6gal ~ 2). Le lemme est vrai pour q = 0. Supposons le d6montr6 pour q < q0 et 
consid6rons un feuilletage poss6dant q0 selles. Choisissons deux s6paratrices 
oppos6es I et l' de ~. Eiles rencontrent  la m~me composante  C de gM et on en d4duit 
(cf. la d6monstration du Th6or~me 2.1) un pantalon P contenant  l, l' et C, dont le bord 
est transverse & ~. 

Appelons C' et C" les composantes  de gP autres que C. En consid6rant les deux 
s6paratrices adjacentes & l e t  1', on voit que, parce que ~ ne poss~de pas de liaison, la 
surface M ' =  M - P  est connexe. EIle contient q 0 - 1  selles et son bord poss6de au 
moins trois composantes  (dont C' et C"). Par hypoth~se de r6currence,  ~ru* ne v4rifie 
donc pas les hypoth6ses du lemme. La seule possibilit6 est qu'il existe dans M'  deux 
s6paratrices oppos6es rencontrant  i 'une C' et I'autre C". Mais alors on peut con- 
struire un pantalon P '  dont le bord (transverse ~ ~-) contient C' et C" (cf. Fig. 15), et il 
suffit maintenant d'appliquer l 'hypoth~se de r4currence ~t M - (P U P') .  [] 

Fin de ia ddmonstrat ion  du Th6or6me 4.1 

Le Th6or~me 4.1 est prouv6 dans le cas off toute demi-feuille de ~ atteint ~M. 
Supposons maintenant qu'il existe une demi-feuille de ~ n'atteignant pas t~M. On salt 
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C' 

C" 
Fig. 15. 

d'apr~s le Corollaire 2.2 qu'il existe des families finies de courbes disjointes transverses 
telles que toute demi-feuille ne rencontrant  pas 8M coupe une des courbes de la 

famille. Parmi toutes ces families, choisissons en une ~ = (Tj . . . . .  Th) poss6dant le plus 
petit nombre d'616ments possible. De ce choix il r6sulte que, pour 1 ~< i ~< h, la courbe 7],. ne 
s6pare pas M e t  n'est  pas isotope h une composante  de ~M; de plus, pour iS  j, T~ n'est  
pas isotope & Tj. 

Consid6rons une composante  M0 de la surface obtenue en d6coupant M selon les 
T~ (l ~< i ~< h). Ce n'est  pas un anneau parce que M est diff6rente de T 2 et que h est 
minimal. D'apr~s la d6finition des T, toute demi-feuille du feuilletage if0 induit par 
sur M0 rencontre gM0, et on peut appliquer ~ ~o ie Th6or~me 4.1: il existe une 
d6composit ion 90 sur M0 transverse h ~0 et un diff6omorphisme ~ de M0 sur un Mgo, to. so 
conjuguant D0 avec ~g0, r0. so et respectant  les orientations transverses.  

A cause du choix de h, la surface M0 poss~de au moins un bord rentrant R et un 
bord sortant S qui proviennent  par d6coupage de courbes Tu et Tv de ~¢ (et non de 
composantes  de SM): si par exemple tous les bords rentrants de M0 proviennent  de 
composantes  de 8M, il existe un bord sortant de M0 provenant  d 'une courbe Ti ~ 
(car sinon M0 = M e t  toute demi-feuille de f f  rencontre gM), et toute demi-feuille de 

rencontre  8M ou une courbe de qg - Ti, ce qui contredit  la minimalit6 de h. D'apr/~s 
la condition 5 du Lemme 4.1, on peut supposer que ¢(R)  et ~(S) sont des bords 

primaires de Mgo,~o,~o; par exemple q~(R) = R0 et ~¢(S) = So. 
De la minimalit6 de h, il r6sulte que pour I ~< i <~ r 0 -  1 et 1 ~< j ~< So - 1 les courbes 

~- l (R i )  et ¢-~(Sj) proviennent  par d6coupage de composantes  de 3M et non de 
courbes de la famille qg: si par exemple q~-J(R~) provenait  d 'une courbe T~,, on pourrait 
remplacer  dans qg les deux courbes T, et T~ par la courbe de M qui a donn6 
naissance ~ la courbe ~o-~(C~). Toujours  d'apr6s la minimalit6 de h, on voit que 
n&essa i rement  u est 6gal h v, car sinon on pourrait supprimer T~ de c¢. Ceci entraine 
que h 6tait en fait 6gal h 1 et ach~ve de montrer  le Theor/:me 4.1; la d6composit ion 
sur M s'obtient en ajoutant T, aux courbes de M correspondant  aux courbes de D0. 

[] 

§5. APPLICATIONS 

Dans cette section, nous 6tablissons certaines cons6quences du Thbor6me 4.1. Soit 
C~ . . . . .  Ck une famille de courbes ferm6es simples d 'une surface M. Ces courbes 
seront dites isotopiquement distinctes si C~ n'est jamais isotope h Cj pour i~  j. 

Du Th6or~me 4.1 on d6duit imm6diatement: 

COROLLAIRE 5.1. Soit ~ un feuilletage orientable sans liaison ni feuille compacte d' une 
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surface sans bord M. Il existe une courbe ferm~e simple transverse ~ ~ et coupant une 

inlinit~ de lois toute demi-feuille de ~. 

Et plus g6n6ralement: 

COROLLAIRE 5.2. Soit ~ un feuilletage orientable sans liaison d 'une surface M de 
genre g dont le bord poss~de b composantes.  On suppose que toute feuille compacte 
int~rieure de ~ est couple par une transversale ferrule. 

- - s i  toute demi-feuille de ~ rencontre ~M, on peut trouver g + 1 courbes disjointes, 
homologues, isotopiquement distinctes, transverses ~ ~,  et rencontrant en exactement 

un point toute feuille r6gulibre de .~. 
- - s ' i l  existe une demi-feuille de ~; ne rencontrant pas ~M, on peut trouver g + b - 1 

courbes disjointes, homologues relativement ~ ~M, isotopiquement distinctes, trans- 
verses ~ ~,  et coupant toute demi-feuille ne rencontrant pas ~M. 

Remarque 12. Les  nombres  g + 1 et g + b - 1 figurant dans l '6nonc6 du Corollaire 
5.2 sont les plus grands possibles,  en ce sens que toute famille de courbes  disjointes, 
i so topiquement  distinctes, et homologues  (resp. homologues  re la t ivement  h 6M), a au 

plus g + 1 616ments (resp. g + b - 1 616ments). 

Remarque 13. Sous les hypotheses  du Corollaire 5.2, on peut montrer  le r6sultat 
plus pr6cis suivant: toute famille de courbes  v6rifiant les conclusions du Corollaire 5.2. 

peut  6tre compl6t6e en une famille de g + 1 courbes  (resp. g + b - 1 courbes)  v6rifiant 
encore  ces conclusions.  

Si toute demi-feuille de ~ coupe ~M, toute feuille de ~ est ferm6e dans M* 

(rappelons que M* d6signe la surface obtenue en 6tant de M les singularit6s de ~) .  
D 'aut re  part,  m6me si ~ poss~de des feuilles non ferm6es dans M*,  les feuilles du 
feuilletage induit par ~ sur le rev6tement  universel  ~ t  de M sont toutes ferm6es dans 
1~7/.. En fait, le Th6or~me 4.1 montre  que l 'on peut " f e r m e r "  les feuilles de ~ en 
prenant  un rev6tement  beaucoup plus petit que .~/: 

COROLLAIRE 5.3. Soit sur une surface M un feuilletage orientable ~ sans liaison tel 
que toute feuille compacte int~rieure soit couple par une transversale ferrule. Il existe 
un rev~tement infini cyclique ]QI de M tel que toutes les feuilles du feuilletage induit par 

sur ]QI soient ferrules dans IVI*. 

Nous supposerons  dor6navant  que la surface M est ferm6e (i.e. 8M = 0) et de 

genre g i> 2. Soit ~ un feuilletage orient6 sans liaison ni feuille compac te  de M. Nous 
voulons prouver  que "presque  toute feuille de ~ ne passe pas trop souvent  trop pr6s 
des selles". Mais avant  de pouvoir  6noncer un r6sultat pr6cis nous devons  introduire 
quelques d6finitions. 

D'apr~s  la section pr6c6dente,  on sait qu'il existe une courbe  C t ransverse  ~ 
rencontrant  toute demi-feuille de ~,  et on peut  ident i fer  M h Mg,0.0 de fa~on que C soit 
identifi6e h R0 = So; on d6finit ainsi 2g - 2 pantalons Pl . . . . .  P2g-2 sur M. Soit x un point de 
C tel qu 'en  parcourant  dans le sens positif ~ partir  de x la feuille contenant  x on 
n 'about isse  pas h une selle. La demi-feuille posit ive Lx issue de x t raverse  alors 
success ivement  les pantalons P1 . . . . .  P2g-2, P~, P2 . . . .  et les bords de ces pantaions 
d6terminent  sur Lx des points xi (i >/0, x0 = x) tels que l ' intervalle [xi, xi÷~] de Lx soit 
contenu dans Pk,~, k(i) 6tant congru h i + 1 modulo 2g - 2. Choisissons maintenant  sur M 
ume m6trique r iemannienne.  Pour  tout entier i t> 0, on appelle d~(x) la distance de Ix,  x~÷l] 
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la selle Sk,~ contenue dans Pk,I. La suite des d~(x) d6finit h quel point Lx passe prSs des 
selles. 

Nous choisissons maintenant un champ de vecteurs X d6finissant le feuilletage if, 
c 'est  ~ dire tangent h ~ en tout point r6gulier de f f  et compatible avec l 'orientation de 
,~. Ce champ s'annule pr6cis6ment aux selles de ,~, et la seule restriction que nous 
plagons sur X est que ces z6ros soient des z6ros g6n6riques de X (i.e. il existe au 
voisinage des selles un systSme de coordonn6es dans lequel le champ s'6crit X(x ,  y) = 
( -ax ,  by), avec a > 0 et b > 0). 

X d6termine sur M un riot ~t, et pour tout point x de C (sauf un nombre fini) il 
existe un plus petit nombre h(x)  > 0 tel que ~htx~(X) E C. Le nombre h(x)  est appel6 ie 
temps de premier retour et la formule T(x)  = ~ht~(X) d6termine une application T de C 
dans C appel6e application de premier retour ( T e s t  d6finie sauf en un nombre fini de 
points et son image est C priv6 d 'un nombre fini de points). En dehors d 'un nombre fini de 
points a~ . . . . .  a, ofJ elles ne sont pas d6finies, les fonctions h et T sont continues (et 
m~me diff6rentiables si ~ l'est); Iorsque le point x ~ C tend vers l'un des points a~, le 
temps de retour h(x) tend vers +~. Le feuilletage ~ 6tant fix6, la fonction h d6pend 
du champ X choisi, mais la fonction T n'en d6pend pas. 

Consid6rons maintenant les mesures positives d6finies sur C; parmi elles on peut 
distinguer celles qui sont invariantes par T et pour lesquelles la fonction h est 
int6grable. Ces mesures sont n6cessairement sans atome et de masse totale finie. 

Le champ X 6tant fix6, il existe une correspondance naturelle entre l 'ensemble 
des mesures positives de masse totale finie sur M qui sont invariantes par ~t et ne 
possSdent pas de composante  sur les mesures de Dirac (i.e. pour toute selle s de ,~ la 
mesure de {s} est nulle), et I 'ensemble J~ des mesures positives T-invariantes sur C 

pour lesquelles h est int6grable: si p~ E ~ ,  on d6finit une mesure /2 sur C en posant 
pour toute partie mesurable A de C: /2(A)= (1/e)p,({~(x); x E A;  0 <<-s <<-e}) pour 
positif petit; les masses totales de/ , t  et de /2  sont reli6es par la formule = f c  h d/2. 

THI~ORI~ME 5.1. Soit ~ un feuilletage orient~ sans liaison ni feuille compacte d' une 
surface fermde M diff~rente de T 2, et C une courbe transverse rencontrant toute 
demi-feuille de ~. II existe un nombre posit i f  K et un ensemble Z contenu dans C tels 
que: 

- - Z e s t  de mesure nulle par rapport ~ toute mesure positive T-invariante pour 
laquelle h est int~grable. 

- - p o u r  tout point x de C n' appartenant pas h Z, les nombres di(x) sont d~finis et 

Remarque 14 
- - L e  Th6or~me 

limsup ~ K. 

5.1 s '6tend au cas o0 ~ poss~de des feuilles com- 
pactes si chacune de ces feuilles est coup6e par une transversale ferm6e. 

- - L a  fonct ion h d6pend du champ X choisi, mais pour une mesure /2 donn6e 
l 'appartenance de h ~ L1(/2) n'erl d6pend pas, pourvu que l 'on se restreigne aux champs 
dont  les z6ros sont g6n6riques. 

- -d i (x )  est calcul6 par rapport/~ une m6trique riemannienne quelconque d6finie sur 
M, mais la constante K d6pend de la m6trique (si par exemple on multiplie la m6trique par 
une constante A, on peut  remplacer K par K]A). 

--I1 est facile de voir que liminf (lZI (1/di(x)) 1/" est toujours strictement positif. 
n-~+~ i=0 

- -S i  ~ est d6fini par une 1-forme diff6rentielle ferm6e co, on peut  montrer  que pour la 
mesure "de Lebesgue"  d6finie par to la fonct ion h est toujours int6grable. 
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D6monstration du Th6or/~me 5.1 
A toute mesure  /~ ~ de masse  totale 1, on peut associer[14] un cycle asymp- 

totique y(l~) dans H,(M, R). Ce cycle est en fait le dual (au sens de Poincar6) de la 
classe de cohomologie  d6termin6e par /2 (/2, 6tant T-invariante,  d6finit une mesure  
t ransverse  A ~ invariante par holonomie,  et ~ une telle mesure  est  associ6e 
canoniquement  une classe de cohomologie ,  cf. par exemple  [12]). En particulier la 
masse  totale de 15. est 6gale au nombre  d ' intersect ion de y(/~) et de C (on choisit sur C 
une orientation, ce qui permet  de consid6rer C comme  un cycle de HI(M, Z), puis on 
oriente M de fagon que l ' intersect ion des feuilles de ~ avec  C soit toujours positive); ce 

nombre  d ' intersect ion est  donc strictement positif. 
On salt d 'autre  part  qu'il n 'exis te  sur C qu 'un nombre  fini de mesures  de 

probabilit6 (i.e. de masse  1) invariantes par T et ergodiques ice r6sultat a 6t6 
d6montr6 par Katok[8]  et par Keane[9]  dans le cas ofJ ~ est d6fini par une forme 

ferm6e,  puis g6n6ralis6 par Stredder [15]; nous en donnerons  une d6monstrat ion dans 
[10]). II existe donc dans ~ un nombre  fini /~ . . . . .  ~e de mesures  de probabilit6 

ergodiques. On peut ainsi t rouver  un n o m b r e •  > 0  tel que pour tout/~i (l ~< i ~< e) on 
ait Y(~i). C ~> •. 

A tout point quasi-r6gulier x E M (cf. [14]) on peut associer  une mesure  de 

probabilit6 /~x sur M (invariante par q~t) par la formule f fd/~x = 
lira ( l / T ) f ~  [(~ot(x))dr. Pour  toute mesure /~  E ~ ,  l ' ensemble  des points de M qui ne 

T ~ + o ~  

sont pas quasi-r6guliers est #-n6gligeable.  Les  mesures  ~i (1 ~< i ~< e) 6tant ergodiques,  
on salt de plus que, pour  i fix6, I ' ensemble  des points de M pour lesquels/~x ~ / ~  est 

~rn6gl igeable  (cf. [4]). II existe donc dans M un ensemble  Z0,/~rn6gligeable pour  tout i 
(1 ~< i ~< e), tel que, s i x  n 'es t  pas dans Z0,/~x soit d6fini et 6gal ~ l 'un des /~ .  

Toute  mesure  de probabilit6 dans ~t appar tenant  h l ' enveloppe convexe  de 
l ' ensemble  form6 par les /-~i (cf. [4]), on voit que Z0 est p~-n6gligeable pour toute 
mesure  p~ ~ ~ .  L ' in tersect ion Z = Z0 A C est donc /2-n6gligeable pour toute mesure  

/2 E ~ ,  et nous avons montr6 qu'il existe un n o m b r e •  > 0 tel que, pour tout x E C - Z, 
I~x est d~fini et y(l~x). C >i •. Remarquons  que, pour x E C - Z, la demi-feuille positive 
L~ n 'abouti t  pas ~ une selle car alors ~x serait une masse  de Dirac en cette selle. 

Nous  devons  maintenant  utiliser I ' interpr6tation g6om6trique du cycle y( /~) .  Soit 
x ~ C - Z .  On a d6fini plus haut des points xi (i/> 0), et on en d6duit des hombres  
positifs t~(x) (i/> 0) par la formule  x~ = q~,,~(x). Consid6rons le morceau  de Lx allant de 

x ~ Xk~ CA est un entier positif  quelconque,  k d6signe le hombre  fixe 2 g - 2 ) ,  et 
ra joutons lui un arc simple de C de mani6re h obtenir  une courbe ferm6e (pas 
forc6ment  simple). Cela d6finit un cycle A~(x) et l 'on salt[14] que y(/~x)= 
lira (A~(x)/t~(x)).  Mais par construct ion [e nombre  d ' intersect ion de A~(x) avec C est 

A ~ +  zc 

6gal ~ A, et par cons6quent  pour tout x @ C - Z  la suite (A[t~(x)) converge  quand A 
tend vers + ~ vers un nombre  sup6rieur ou 6gal ~ •. 

En utilisant le fait que les z6ros de X sont g6n6riques, on volt que, pour d~ petit, le 
nombre  t~+~ - t~ est "6quivalent"  ~ log (l/d~). Plus pr6cis6ment,  il existe une constante  
K '  telle que log (l/d~(x)) <- K'. (ti+l(x) - ti(x)) pour  tout i t> 0 et tout x G C (tel que Lx 

kA - I 

n 'about isse  pas ~ une selle). On en d6duit log 11 (1/di(x))<~ K'. t~(x),  et le th6or~me 
i - 0  

d6coule faci lement  de cette in6galit6 et de ce qui pr6c~de. [] 

§6. FEUILLETAGES ET ECHANGES D'INTERVALLES 

Nous voulons exposer  ici les relations de base qui existent entre les feuilletages 
des surfaces  et certaines applications du cercle dans lui-m~me appel6es (changes 
d'intervalles (notre d6finition des 6changes d ' in te rva l l es - -vo i r  c i -dessous - -es t  plus 
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g6n6rale que celle de [9] qui impose aux 6changes d'intervalles de pr6server la mesure 
de Lebesgue).  

Consid6rons d 'abord les hom6omorphismes.  Etant  donn6 un hom6omorphisme du 
cercle, on peut d6finir sa suspension. C'est  un feuilletage (non singulier) orient6 du 
tore T 2 tel qu'il existe une courbe transverse sur laquelle l 'application de premier 
retour  soit l 'hom6omorphisme donn6. Cette suspension est bien d6finie ~ conjugaison 
pr6s, et tout feuilletage de T 2 sans composante  de Reeb (c'est ~ dire tel que toute 
feuille compacte  soit coup6e par une transversale ferm6e) peut 6tre consid6r6 comme 
ia suspension d'un hom6omorphisme du cercle. 

Si maintenant nous consid6rons sur une surface ferm6e de genre g ~> 2 un feuil- 
letage orient6 dont  les singularit6s sont des selles de Morse, l 'application de premier 
retour  induite sur une transversale ferm6e poss6dera un hombre fini de points de 
discontinuit6, correspondant  aux points dont la feuille aboutit ~ une selle sans 
ret raverser  la transversale consid6r6e. Nous devons donc consid6rer sur le cercle non 
plus les hom6omorphismes,  mais les "hom6omorphismes  discontinus".  

Soit C un cercle orient6. Un ~change d'intervalles sur C est d6fini par n points 
distincts a~ . . . . .  an plac6s dans cet ordre sur C, n points distincts bl . . . . .  bn plac6s 
dans cet ordre, et un hom6omorphisme ~p pr6servant l 'orientation de C - { a l  . . . . .  an} 
a v e c  C-{b¿ . . . . .  bn}. La restriction de ~ A un intervalle ]ai, a~÷l[ est ainsi un 
hom6omorphisme croissant de ]ai, ai÷~[ avec un intervalle ]b~ti~, b~lil+~[ (la num6rotation 
des points est cyclique: an÷~ = a~, bn÷l = b~). Appelons A l 'ensemble (~ n 616ments) des 
intervalles ]ai, ai+~[ et B celui des intervalles ]b s, bj+~[; l 'application i ~ ]a,~, a~÷l[ (resp. 
j~-~]b s, bj÷~[) identifie A e t  B ~ {l . . . . .  n}, mais nous pr6f6rons consid6rer les ensem- 
bles A et B plut6t que {1 . . . . .  n} pour bien montrer  que la permutat ion tr~ d6finie plus 
loin ne d6pend que de ¢, et non du choix des points a~ et bl. 

Sur A et B sont d6finies des permutations circulaires CA et cB (ca(]ai, ai+l[) :  
]ai+l, ai+2[, et de m6me pour cB). D'autre part ¢ d6finit une application ~- de A dans B, 
et nous appellerons permutation indicatrice de ~ la permutat ion tr~ de A d6finie par 
~r~ = c~-Jo 7 -~ °cB o z (nous consid6rerons 6galement tr~ comme une permutation de 
{l . . . . .  n}). Nous utiliserons pour 6tudier le feuilletage suspension de ~ la d6com- 
position de ~r~ en un produit de cycles A supports disjoints; notons que tr~ ne poss6de 
pas de point fixe si t o u s l e s  points a~ sont de v6ritables points de discontinuit6 de 
(i.e. ~p ne peut p a s s e  prolonger par continuit6 en a~). Sans perte de g6n6ralit6 nous 
pouvons nous restreindre aux 6changes d'intervalles poss6dant cette propri6t6. 

Si ~- est un feuilletage orient6 et C une transversale coupant  toute demi-feuille, 
l 'application de premier retour  sur C est un 6change d'intervalles. R6ciproquement,  nous 
allons associer un feuil letage-suspension ~ tout 6change d'intervalles, puis nous 
montrerons que tout feuilletage orient6 poss6dant une transversale coupant  toute 
demi-feuille peut  se ramener  par un nombre fini d 'op6rations simples ~ un feuilletage 
suspension. 

Pour  d6finir canoniquement  la suspension d'un 6change d'intervalles, nous devons 
61argir la classe des feuilletages que nous consid6rons; pour cela, d6finissons un 
feuilletage g~n6ralis~ comme un feuilletage dont les singularit6s sont des selles 
pouvant  poss6der un nombre pair quelconque (au moins 6gal ~ quatre) de s6para- 
trices. On d6finit les demi-feuilles, feuilles, cycles de feuilles et liaisons comme pour 
un feuilletage (cf. Pr61iminaires). 

Nous pouvons maintenant introduire la suspension d'un 6change d'intervalles par 
la proposition suivante: 

PROPOSITION 6.1. Soit ~ un 6change d'intervalles d~fini sur un cercle C. II existe un 
feuiUetage g~n~ralis~ ~ d~fini sur une surface ferrule M r et un plongement i v de C 
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dans M,  tels que: 

- - i , ( C )  est transverse ?t ~ et rencontre toute demi-feuille de o~, ainsi que toute 
liaison. 

~ l ' app l i ca t ion  de premier retour induite par ~ sur iv(C) s'identi]ie ?t ~. 
Ces conditions d~terminent ~ ?t con]ugaison prds: si on se donne un feuilletage 

g~n~ralis~ orient~ ~ d 'une surface M e t  un plongement i de C dans M satisfaisant ces 
conditions, il existe un hom~omorphisme 0 de M,  avec M con]uguant ~ avec ~ et tel 
que i = 0 o i v. 

De plus les selles de ~ correspondent bijectivement aux cycles de ~ ,  une selle ~ 2k 
sdparatrices de ~ correspondant ~ un cycle de longueur k de o-~. Le genre g de M est 

donnd par la formule 2g - 2 = n - c(cr¢), n ~tant le nombre de points de discontinuit~ 
de ~ et c(cr~) le nombre de cycles de cry. Pour n donnd, g peut prendre toutes les valeurs 
enti~res comprises entre (n/4) + 1 et (n + 1)/2. 

D~monstration de ia Proposition 6.1 
Supposons que la suspension existe, et d~coupons M selon iv(C). Puis d6coupons 

la surface obtenue selon toutes les s6paratrices. Des hypotheses  faites sur iv(C) et du 
Lemme 3.1, il r6sulte que toute composante  de la surface (anguleuse) ainsi obtenue est 
un disque muni d 'un feuilletage conjug6 au feuilletage repr6sent6 h la Fig. 16. Cette 
remarque montrera que la suspension (si elle existe) est unique, car elle s 'obtient 
n6cessairement par la construction que nous allons maintenant d6crire. 

Soit ~: C ={al  . . . . .  a , } - ->C-{b l  . . . . .  b,} un 6change d'intervalles. Partons de n 
disques Di (1 ~< i ~< n) identiques ~ celui repr6sent~ h la Fig. 16 et recoilons-les selon le 
sch6ma suivant:--Ie bord sup6rieur tii+~s~ de D/ est recoil6 au bord inf6rieur ai+lSi de 
D~+l (ce qui justifie les notat ions) .-- le  bord sup6rieur siui de Di est recoil6 au bord 
inf6rieur sj_tv r de D r, ofa j e s t  d6fini par r ( j ) =  ? ( i )+  1. 

Nous obtenons ainsi un feuilletage g6n6ralis6 orient6 sans liaison sur une surface 
dont  le bord poss~de deux composantes ,  l 'une rentrante et l 'autre sortante. Choisis- 
sons un plongement i, qui identifie C ~ la composante  rentrante de fa~on que 
i,(a~) = 6i (1 ~< i ~< n). Ii ne reste plus maintenant qu'a recoiler les deux composantes  
du bord de la surface pour que l 'application de premier retour induite sur C soit 
l '6change d'intervalles ~ donn6. Cela est possible car sur C l 'ordre des points v~ 
(1 ~<i~  < n) est le m6me que celui des points b?~/) (1 ~<i~  < n), et le feuilletage ainsi 
obtenu v~rifie toutes les conditions requises. 

La correspondance entre selles de ~ ,  et cycles de o-, provient du fait que la selle s~ 
de Di a 6t6 identifi6e h la selle s r ~ de D r, avec j -  1 = ~r,(i). La formule donnant le 
genre de M r s 'obtient alors en remarquant  que la caract6ristique d 'Euler  d 'une surface 
ferm6e de genre g est 2 - 2 g  et que, pour un champ de vecteurs d6finissant ~ , ,  une 

selle ~t 2k s6paratrices correspond ~ u n  z6ro d ' index 1 - k .  

La valeur extr6me g = ( n / 4 ) + l  correspond au cas ofJ o-~ est un produit de 
transpositions h supports disjoints, c 'est  h dire of] toutes ies selles de o~, ont quatre 

\ \  / / 

k 

I / i -  I x. I 

/dl 

Fig. 16. 

ui 

a =(C) 
I 
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s6paratrices; la valeur g = ( n  + 1)/2 est atteinte lorsque % est une permutation 
circulaire, c 'est  ~ dire lorsque ~ poss~de une seule selle (~ 2n s~paratrices). [] 

Remarque 15. La suspension d'un 6change d'intervalles est d6jfa connue (Katok), 
mais par une construction 16g~rement diff6rente de la n6tre. Par contre la formule 
dormant le genre de M~ ne I'est h ma connaissance pas. 

Remarque 16. L'6tude des 6changes d'intervalles peut 6tre facilit6e par la con- 
sid6ration de leur suspension. Ainsi les r6sultats de l'article de Keane[9] deviennent-  
ils presque 6vidents si on les traduit en termes de l-formes diff6rentielles ferm6es par 
passage d 'un 6change d'intervalles h sa suspension (les 6changes d'intervalles de 
Keane pr6servent la mesure de Lebesgue,  et donc leur suspension peut 6tre d6finie 
par une forme ferm6e). 

Consid6rons maintenant sur une surface ferm6e un feuilletage ~ (non g6n6ralis6: 
toutes les selles de ~ ont quatre s6paratrices) orient6 sans liaison tel que toute feuille 
compacte  soit coup6e par une transversale ferm6e. D'apr~s le Th6or6me 4.1, il existe 
alors une courbe C transverse ~ ~ rencontrant  toute demi-feuiile, et d'apr6s la 
Proposit ion 6.1 ~ s'identifie ~ la suspension d 'un 6change d ' interval les--celui  que 
induit sur C. Si on suppose seulement que ~ est un feuilletage g6n6ralis6 orient6 
poss6dant une courbe transverse C rencontrant  toute demi-feuille, on va se ramener 
un "feuilletage suspension" par un certain nombre d'op6rations simples. 

Si d 'abord tout cycle de feuilles de ~ est coup6 par C, le l -complexe dont les 
ar~tes sont les s6paratrices de type 2 ne rencontrant  pas C ne poss6de que des 
composantes  contractiles,  et on peut ~craser ces composantes  de faqon h obtenir un 
feuilletage g6n6ralis6 dont toutes les liaisons rencontrent  C (cf. Fig. 17). D'apr6s la 
Proposit ion 6.1, le feuilletage ainsi obtenu est la suspension d'un 6change d'inter- 
valles. 

Si au contraire i! existe un cycle de feuilles ne rencontrant  pas C, remarquons que 
ce cycle ne peut pas ~tre presque transverse (car une transversale ferm6e rencontrant  
toute demi-feuille rencontre  aussi tout cycle presque transverse). On peut alors 
couper  M selon ce cycle de feuilles et 6craser en un point chaque composante  du 
bord de la surface obtenue (cf. Fig. 18), de faqon h obtenir un feuilletage g6n6ralis6 
d 'une surface (connexe) dont  le genre est d 'une unit6 plus petit que celui de M: si du 
cycle de feuilles partaient p s6paratrices d 'un c6t6 et q de l 'autre, on a remplac6 le 
cycle par une selle ~ p s6paratrices et une selle ~ q s6paratrices; p et q sont pairs car 

est orientable, et au moins 6gaux a 2 car ie cycle n'est pas presque transverse;  une 
selle fi 2 s6paratrices doit dans cette construction 6tre consid6r6e comme un point 
r6gulier (cf. Fig. 18b). 

En r6p6tant cette op6ration de coupure selon un cycle de feuilles, on se ram6ne au 
cas oO C coupe tout cycle de feuilles. On a ainsi prouv6 le r6sultat suivant: 

PROPOSITION 6.2. Soit M une surface fermge et ~ un feuilletage orientable de M. 
- - s i  ~ est un feuilletage ~ selles de Morse sans liaison et si toute feuille compacte 

Fig. 17. 
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p=q=4 

(a) 

I .( 
(b) 

Fig. 18. 

t / 
p=4, q=2 

est couple par une transversale ferm~e, ~ peut dtre consid~r~ comme la suspension 
d 'un 6change d'intervalles. 

- - s i  ~ est un [euilletage g~n~ralis~ et s'il existe un courbe transverse ~ ~ rencon- 
trant toute demi-[euille, on peut par des "coupures scion des cycles de [euilles" et par 

un "dcrasement de Whitehead" transformer ~ en la suspension d 'un 6change d'inter- 
valles. 
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