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GROUPE FONDAMENTAL DE LΈSPACE
DES FEUILLES DANS LES FEUILLETAGES

SANS HOLONOMIE

GILBERT LEVITT

Resume

On etudie les feuilletages ^ de codimension 1, de classe C , sans
holonomie(notammentceux definis par une 1-forme differentielle fermee),
dans les deux contextes suivants: feuilletages non singuliers des varietes
ouvertes, feuilletages a singularites de Morse des varietes fermees. Le
principal outil est un quotient de π{M, le "groupe fundamental de
Γespace des feuilles" π,(Λ//^). Tout sous-groupe de type fini de
πχ{Mj^) est un produit libre de groupes abeliens libres, et les fac-
teurs de rang > 2 s'interpretent geometriquement. On en deduit en
particulier Γabsence de feuille exceptionnelle, sous certaines hypotheses
sur π,Λf (par exemple: π,M est de type fini et n'a pas de quotient
libre non abelien). Ces resultats sont appliques aux feuilletages (non sin-
guliers) transversalement affines, et aux actions libres sur les varietes (non
separees) de dimension 1. On determine egalement la structure transverse
d'un feuilletage defini par une 1-forme fermee singuliere generique sur
M fermee.

Introduction

Soit & un feuilletage transversalement orientable de codimension 1
sur une variete fermee M. Si & est de classe C 2 et sans holonomie, un
celebre theoreme de Sacksteder [19] affirme que & est topologiquement
conjugue a un feuilletage defini par une 1-forme differentielle fermee; en
particulier les feuilles sont toutes compactes ou toutes denses, et M fibre
sur le cercle [25].

On est done conduit a considerer les feuilletages sans holonomie dans
des cadres plus generaux: feuilletages singuliers sur les varietes fermees,
ou feuilletages sur les. varietes ouvertes. Pour etudier par exemple les
feuilletages transversalement affines sur M compacte, nous utiliserons les
feuilletages sans holonomie induits sur des revetements convenables (non
compacts) de M.

La structure d'un feuilletage sans holonomie peut alors etre tres com-
pliquee (meme si & est C°° , ou analytique, ou defini par une 1-forme
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fermee). En particulier [3], [10], il peut exister des feuilles exceptionnelles
(ni propres ni localement denses).

Notre outil principal pour etudier un tel feuilletage sera ce que nous
appellerons le groupe fondamental de I'espace des feuilles πχ(MjSF), que
Ton peut definir comme le π, de I'espace classifiant BT introduit par
Haefliger (cf. [7]) pour le pseudogroupe d'holonomie Γ.

D'une faςon generate, il nous semble interessant de rechercher les liens
entre les proprietes d'un feuilletage & et des invariants de topologie alge-
brique du classifiant BT, en particulier son πχ .

Le πχ de BT est en effet Γinvariant le plus accessible, car il est sus-
ceptible d'une dέfinition directe (cf. [20]): πχ(M/£r) est le quotient de
πχM par le sous-groupe distingue S? engendre par les classes d'homotopie
libre des lacets contenus dans des feuilles et a holonomie triviale (cf. ci-
dessous §0.A). D'ailleurs, si &" est sans holonomie, le classifiant BT est
un K(π9 1) d'apres un resultat de Haefliger.

Pour un feuilletage sans holonomie, le groupe πχ(M/£r) est lie a la
fois a πχM (dont il est un quotient), aux proprietes geometriques du
feuilletage (feuilles localement denses, exceptionnelles, etc.), et, dans le
cas d'une 1-forme fermee singuliere sur une variete compacte, a certains
entiers associes au feuilletage. Donnons quelques exemples.

Soit & transversalement orientable, de classe C2, sans holonomie,
disons sur une variete M dont le πx est de type fini. Un de nos princi-
paux resultats sera que πx(M/,9r) est toujours un produit libre degroupes
abέliens libres. Nous verrons d'autre part qu'un sous-groupe abelien mais
non cyclique de π, (M/^) detecte la presence de feuilles localement denses
d'un type bien particulier.

Lorsque nxM n'a pas de quotient libre non abelien, ceci nous permet-
tra de comprendre la structure transverse du feuilletage. Nous obtiendrons
par exemple un theoreme "a la Sacksteder" (absence de feuilles exception-
nelles) pour les feuilletages a singularites de Morse des varietes fermees.

Mentionnons deux autres applications de ce type d'arguments. Soit
& un feuilletage (non singulier) transversalement affine sur une variete
fermee M. II existe un revetement abelien libre naturel de M sur lequel le
feuilletage induit est defini par une 1-forme fermee, done sans holonomie.

On en deduit, lorsque πχM ne contient pas de sous-groupe libre non
abelien, un theoreme de structure pour 9F qui montre en particulier
Vabsence de feuilles exceptionnelles', s'il existe une courbe transverse
coupant toute feuille, les feuilles sont en fait denses (a moins que &
ne soit donne par une fibration sur S{ ).



GROUPE FUNDAMENTAL DE LΈSPACE DES FEUILLES 713

Soit d'autre part G c Diff^(F) un groupe de type fini agissant librement
sur une variete V de dimension 1 (non separee) connexe et simplement
connexe. Ce groupe est isomorphe a n^MjSF), oύ & est un feuilletage
sans holonomie sur une variete ouverte M, et est done un produit libre
de groupes abeliens libres. Nous esperons arriver a generaliser ce genre
d'arguments pour pouvoir comprendre les groupes agissant librement sur
les arbres reels (R-arbres au sens de [16]).

Pour un feuilletage defini par une 1-forme fermee ω a singularites de
Morse sur une variete fermee, Γetude de π{ (M/ω) permettra de determiner
la structure transverse dans le cas generique. Elle conduira d'autre part a
definir a partir de πχ(M/ω) deux nombres d et b, que nous relierons
respectivement au nombre de singularites d'indice 1 de ω et au nombre
minimal de generateurs du pseudogroupe d'holonomie. Comme appli-
cation, nous verrons par exemple que, sur la somme connexe de p + 1
exemplaires de S x Sn~ (n > 3), toute forme fermee de Morse a au
moins p singularites d'indice 1 (resp. n — 1).

Ce travail a ete commence lors d'un sejour a Γuniversite de Geneve, que
je remercie pour son hospitalite.
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Les sections I.B a I.D ne sont pas utilisees ulterieurement.

Plan de Γarticle et enonce des resultats

0. Nous commenςons par une discussion informelle, sans demonstra-
tions, du π } de Γespace des feuilles dans le cas particulier d'un feuilletage
defini par une 1-forme fermee non singuliere ω. Cette section est inspiree
par des idees de Haefliger, et ne contient rien de reellement nouveau. Elle
n'est pas utilisee stricto sensu dans la suite de Γarticle, mais justifie et met
en perspective la definition πχ(MjSF) = π{M/Jϊ?.

Apres quelques definitions, nous demontrons un resultat algebrique sur
les produits libres de groupes abeliens libres (Lemme 0), qui nous sera
utile par la suite.

1. Dans la premiere partie de Γarticle proprement dit, nous considerons
une I-forme fermee ω a singularites de Morse sur une variέte fermee ori-
entable Mn de dimension n>3. Pour simplifies considerons d'abord des
formes minimales, c'est-a-dire definissant un feuilletage dont toute feuille
est dense.

On peut considerer deux types d'exemples. D'abord des formes non
singulieres, ou plus generalement sans singularites d'indice 1 ou n - 1.
Pour de telles formes, les intersections des feuilles avec une courbe fermee
transverse quelconque C sont les orbites de Γaction sur C d'un groupe
de rotations.

Les formes possedant cette propriete ont ete appelees faiblement com-
pletes dans [13]; nous y avons montre en particulier que, si πxM n'a pas
de quotient libre non abelien, toute forme minimale ω est faiblement
complete, et, sans hypothese sur π{M, que toute forme non exacte est
cohomologue a une forme minimale faiblement complete.

On construit d'autres exemples a partir des echanges d'intervalles mini-
maux du cercle (cf. [1, §1.4]). Les intersections des feuilles avec une courbe
transverse sont alors d'un type tres different: si C est convenablement
choisie, il n'existe pas de diffeomorphisme globalement defini φ: C —• C
tel que x et φ(x) soient sur la meme feuille Vx (a part φ = id).

Geometriquement, ceci est dύ a Γexistence de singularites d'indice 1
ou n - 1 dont les deux bouts singuliers (cf. [13] ou O.B.iii; voir Figure 2)
ne sont pas dans la meme feuille; nous qualifions ces singularites de blo-
quantes, car elles font obstacle a Γextension des applications d'holonomie
definies localement sur C.

Selon qu'elles sont ou non faiblement completes, les formes se com-
portent differemment lorsqu'on les approche par des formes qui leur sont
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cohomologues [13]: si ω est minimale et faiblement complete, il en est de
meme de ses perturbations; au contraire, une forme minimale non faible-
ment complete peut etre approchee dans sa classe de cohomologie par des
formes dont toute feuille reguliere est compacte.

Cette difference se repercute sur le πχ de Γespace des feuilles: si ω est
faiblement complete, alors π{ (M/ω) est isomorphe au groupe des periodes
P(co) c R, done abelien libre; par contre, si ω est minimale mais pas
faiblement complete, nous montrerons que π{(M/ω) est libre non abelien,
comme pour les formes cohomologues a feuilles compactes qui approchent
ω .

Considerons maintenant une forme de Morse quelconque ω, pas force-
ment minimale. On sait ([9], appendice de [1]) que ses feuilles non fermees
(dans M - Sing ω) se repartissent en un nombre fini d'ouverts satures Ui,
dits composantes minimales car toute feuille contenue dans un Ui y est
dense; en particulier, il n'y a pas de feuille exceptionnelle. En considέrant
Γintersection des feuilles avec une courbe transverse Ci C Ui, on peut
parler de composante minimale faiblement complete. On a alors:

Theoreme 1. Le groupe πx(M/ω) est un produit libre de groupes abeliens
libres. Les facteurs de rang > 2 correspondent bijectivement aux com-
posantes minimales faiblement completes de ω.

Le resultat est assez naturel si toutes les composantes minimales sont
faiblement completes. Pour le montrer dans le cas general, nous per-
turberons ω dans sa classe de cohomologie de faςon a remplacer les com-
posantes non faiblement completes par des feuilles compactes, et grace au
Lemme 0 nous montrerons que cette perturbation ne change pas π{(M/ω).

Nous dirons qu'une forme ω est π{ -stable si π{(M/ω) ~ π{(M/ω)
pour ω cohomologue a ω et assez proche de ω. Nous verrons que
generiquement une forme est π, -stable, et que les composantes minimales
d'une forme π{ -stable sont faiblement completes. Nous en deduirons:

Theoreme 2. Munissons Γespace des I-formes fermees de Morse sur M
de la topologie Cr (1 < r < oo). Generiquement dans cet espace, toutes
les composantes minimales de ω sont faiblement completes.

Dans un prochain article, nous etudierons les formes qui ne sont pas πx-
stables, et nous verrons qu'elles appartiennent a des hypersurfaces lineaires
par morceaux.

La determination de πχ(M/ω) nous permet d'attacher deux entiers a
ω: nous noterons d(ω) le nombre de facteurs du produit libre π, (M/ω),
diminue de 1; d'autre part, b(ω) sera le rang de Γabelianise de π{(M/ω),
ou encore le nombre minimal de generateurs de πχ(M/ω).

L'invariant d est relie au nombre de singularites de ω. Pour simplifier,
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nous n'enonςons ici le resultat que dans un cas particulier.
Theoreme 3. Soit ω de Morse, sans singularite d'indice 0 ( resp. ή)

et sans liaison entre singularites d'indice 1 (resp. n - 1). Alors d(ω) est
egal an nombre de singularites bloquantes d'indice 1 (resp. n - 1).

Ce theoreme peut servir a majorer le nombre de singularites bloquantes
de ω: si nχM n'a pas de quotient libre de rang k, une forme ω comme
dans le Theoreme 3 a au plus k-2 singularites bloquantes d'indice 1 (resp.
n - 1). En sens contraire, toute forme non exacte est cohomologue a une
forme sans singularite bloquante [13, Theoreme III. 1]; on a cependant:

Theoreme 4. Si ω est cohomologue a ω, elle a au moins d(co) sin-
gularites d'indice 1 (resp. n — 1).

Ce theoreme s'applique par exemple sur les varietes dont le π{ est libre:
sur une telle variete, le nombre de singularites d'indice 1 (resp. n-\) d'une
forme fermee de Morse est au moins egal au premier nombre de Betti de
M.

L'invariant b(ω) est quant a lui relie au nombre minimal de generateurs
du pseudogroupe d'holonomie de ω. Considerons par exemple une forme
ω minimale non faiblement complete, et soit C une courbe transverse.
La relation d'equivalence donnee sur C par "etre sur la meme feuille"
n'est pas definie par Faction d'un groupe; elle peut etre engendree par
Γidentification, par des rotations, d'intervalles ouverts de C (correspon-
dant au domaine maximal de definition des applications d'holonomie).
On peut montrer qu'il faut au moins b(co) — 1 paires d'intervalles pour
engendrer le pseudogroupe d'holonomie de ω sur C. Reciproquement:

Theoreme 5. Supposons qu 'il existe une courbe fermee transverse ren-
contrant toute feuille de ω. Alors il en existe aussi une sur laquelle le pseu-
dogroupe d'holonomie est engendre par b(ω) - 1 identification de paires
d'intervalles ouverts.

II. Dans la deuxieme partie, nous considerons une ί-forme fermee non
singuliere ω sur une variete Mn ouvert orientable sans bord, de dimen-
sion quelconque. Notre premier resultat est le suivant:

Theoreme 6. Tout sous-groupe de type fini H c π{(M/ω) est un pro-
duit libre de groupes abeliens libres.

La demonstration consiste a se ramener au Theoreme 1 en identifiant
H a πχ(V/ωv), oϋ Vn~ est une variete fermee et ωv = i*ω est une
forme fermee de Morse induite par une immersion /: V —• M.

Nous generalisons ensuite la deuxieme assertion du Theoreme 1, la
notion de composante faiblement complete s'etendant facilement a une
forme sur une variete non compacte (voir O.B.ii).

Soit U une composante faiblement complete de ω. On montre que
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Γimage Pυ de πχ U dans πχ(M/ω), biendefinieaconjugaisonpres, est un
sous-groupe abelien; en fait, Γhomomorphisme p: πχ(M/ω) —• R, induit
par Γintegration de ω sur les lacets, definit un isomorphisme de Pυ avec
le sous-groupe dense P(ω\U) c R.

Theoreme 7. L 'application ci-dessus definit une bijection entre les com-
posantes faiblement completes de ω, et les classes de conjugaison de sous-
groupes abέliens maximaux P c πχ(M/ω) avec p{P) dense dans R.

Nous caracterisons ensuite les formes pour lesquelles πχ(M/ω) est iso-
morphe a P(ω), que nous appelons formes faiblement completes. Pour
simplifier, nous nous limitons ici au cas oϋ P(ω) est dense dans R (c'est-
a-dire de rang > 2).

Theoreme 8. Soit ω une forme avec P(ω) dense dans R. Les condi-
tions suivantes sont έquivalentes:

- πχ(M/ω) est isomorphe a P(ω)
- πχ (M/ω) ne contient pas de groupe libre non abέlien\
- ω possede une et une seule composante faiblement complete U toute

feuille L c M - U est fermee, separe M en deux composantes, et ω est
exacte dans la composante de M - L qui ne contient pas U.

Si ω verifie ces conditions, toute feuille est fermee ou localement dense.
Nous en deduirons:

Corollaire. Si nχM ne contient pas de groupe libre non abelien, ou si
πχM est de type fini et n'a pas de quotient libre non abelien, alors une
forme fermee sur M ne peut pas avoir de feuille exceptionnelle.

On sait [10] qu'une forme fermee sur une variete ouverte M peut avoir
des feuilles exceptionnelles. On ignore toutefois si ce phenomene peut se
produire lorsque πχM est de type fini.

III. Soit & un feuilletage (non singulier) transversalement affine de
codimension 1 sur une variete fermee M. La structure affine definit un
homomorphisme d'holonomie π de πχM dans le groupe affine AfΓf(R) =
{x H+ ax + b\ a> 0} (nous supposons &" transversalement orientable).

Lorsque le groupe d'holonomie H = image(π) ne se compose que de
translations, le feuilletage peut etre defini par une 1-forme fermέe. Plus
gέneralement, on comprend bien les feuilletages dont Γholonomie H est
abelienne [21]; on sait en particulier qu'ils n'ont pas de feuille exception-
nelle, ce qui n'est pas toujours vrai dans le cas general (Hector).

Supposons done que H n'est pas abelien, et considerons le revetement
abelien libre N -+ M correspondant a Γhomomorphisme d'holonomie
lineaire (un lacet a se releve a TV si et seulement si π(a) est une transla-
tion). Le feuilletage induit sur iV est defini par une forme fermee ω avec
P(ω) dense. Si πχM n'a pas de sous-groupe libre non abelien, il en est de
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meme de π{(N/ω), et on peut appliquer le Thέoreme 8. On en deduit:
Theoreme 9. Soit & unfeuilletage transversalement orientable, transver-

salement afflne, sur une variete fermee M dont le π{ ne contient pas de
groupe libre non abέlien. On suppose que Γholonomie H de & n'est pas
abelienne. Alors:

-II existe un ouvert sature non vide V tel que toutefeuille contenue dans
V y est dense. L 'application (ensembliste) naturelle V/^ —> R/H est
unebijection (R/H est Vensemble des orbites pour Vaction affine de H sur
R).

-La frontiere de V se compose d'un nombre fini de feuilles compactes
L(. Chaque L{ sέpare M. Dans la composante de M - Li qui ne contient
pas V, le feuilletage est a holonomie abelienne (composee uniquement
d'homotheties).

Corollaire. SΓ n'a pas de feuille exceptionnelle.
Corollaire. S 'il existe une courbefermee transverse coupant toutefeuille,

alors toutefeuille est dense et MjSF est en bijection avec R/H.
II peut exister des feuilles localement denses autres que celles de V,

mais elles ne sont pas de meme nature: les feuilles de V sont a crois-
sance exponentielle, alors que dans M - V toute feuille est a croissance
polynomiale.

Le Theoreme 9 reste vrai si M n'est pas compacte, a ceci pres que la
frontiere de V peut se composer d'une famille discrete (done denombrable,
mais pas forcement finie) de feuilles fermees. Joint au corollaire du
Theoreme 8, ceci nous permettra de montrer:

Theoreme 10. Soit & un feuilletage transversalement affine sur une
variete M, compacte ou non. Si π{λf ne contient pas de sous-groupe libre
non abέlien, alors 5F n'a pas de feuille exceptionnelle.

T. Traba et S. Matsumoto ont remarque que ce theoreme se generalise
aux feuilletages transversalement projectifs.

IV. Dans la partie IV, nous etendons les resultats des parties I et II
aux feuilletages de classe C , sans holonomie. D'apres le theoreme de
Sacksteder [19], un feuilletage non singulier d'une variete fermee n'a pas
de feuille exceptionnelle. Par contre, il peut exister des feuilles exception-
nelles dans un feuilletage a singularites de Morse sur une variete fermee
(on construit des exemples sur (S{ x Sn~ι)#(Sι x Sn~ι) a partir de [3]),
et dans un feuilletage non singulier sur une variete ouverte a π, abelien
[10].

Grace a la partie II et a [19], nous montrerons, comme cas particulier
d'un resultat sur les varietes ouvertes (Theoreme 15 ci-dessous):

Theoreme 11. Soit & un feuilletage transversalement orientable, sans
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holonomie, de classe C2, a singularites de Morse, sur une variete fermee
orientable Mn (n > 3). Si πχM n'a pas de quotient litre non atέlien,
alors ^ n'a pas de feuille exceptionnelle.

On peut de plus dire exactement quand & est topologiquement con-
jugue a un feuilletage defini par une 1-forme fermee.

Sans hypothese sur πχM, on a:
Theoreme 12. Soit & comme dans le Theoreme 11. On peut, en

modifiant ^ au voisinage de ses singularites, Γapprocher par un feuil-
letage topologiquement conjuguέ a une ί-forme fermee (done sans feuille
exceptionnelle).

II nous semble vraisemblable que la propriete d'etre conjugue a une
1-forme fermee soit generique.

Du Theoreme 12 on deduit:
Proposition. Soit SF comme dans le Theoreme 11. Supposons que &

est de la forme i~ (2?), oil i: Mn —• Nn+ est une immersion de M dans
une variete ouverte munie d'un feuilletage (non singulier) & de classe
C sans holonomie. Alors & est topologiquement conjuguέ a une l-forme
fermee.

Cette proposition nous permettra d'etudier les feuilletages non singuliers
de classe C2, sans holonomie, transversalement orientables, sur une variete
TV (compacte ou non). Nous montrerons d'abord le fait suivant, conjecture
par Lamoureux [12].

Theoreme 13. Un feuilletage *§ comme ci-dessus n'admet pas de
transversale fermee homologue a 0.

Nous generaliserons egalement le Theoreme 6.
Theoreme 14. Tout sous-groupe de typefini H c π{(N/^) est un pro-

duit litre de groupes ateliens litres.
On pourrait d'ailleurs analyser plus precisement la structure de

πχ(N/&), et generaliser les Theoremes 7 et 8. II faut cependant pren-
dre des precautions, a cause de Γexemple de [10] qui possede des feuilles
exceptionnelles bien que πχ(N/&) soit isomorphe a Z[^].

Enfin nous montrerons:
Theoreme 15. Si πχN est de type fini et n'a pas de quotient litre non

atelien, ou tien si πχN ne contient pas de sous-groupe litre non abelien et
n'a pas de quotient isomorphe a un sous-groupe dense de Q, alors & n'a
pas de feuille exceptionnelle.

V. Soit ω une forme de Morse, comme dans la partie I. En con-
siderant le revetement galoisien associe au sous-groupe J ? c nχ M, on con-
struit facilement une action libre de πχ(M/ω) sur une variete de dimen-
sion 1, a priori pas separee, mais simplement connexe. Reciproquement,
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nous montrerons:
Theoreme 16. Soit V une variete (non separee) connexe et simple-

ment connexe, de dimension 1. Soit G un groupe de type fini agissant
sur V par C2-diffeomorphismes, librement et en preservant Vorientation.
Alors G est un produit libre de groupes abeliens libres.

L'action est dite libre si gυ = v => g = id. Pour montrer le theoreme,
nous construirons un feuilletage sans holonomie 9 sur une variete ouverte
N, tel que π{(N/&) ~ G. Nous appliquerons alors le Theoreme 14.

Le Theoreme 16 est a rapprocher d'une conjecture de Lyndon [14], qui
revenait a dire que seul un produit libre de groupes abeliens libres peut
agir librement sur un R-arbre (cf. [22]). On sait que cette conjecture est
fausse: par exemple, il existe des actions du groupe fondamental d'une
surface fermee [16].

En fait, une action libre isometrique sur une 1-variete simplement con-
nexe donne naissance a une action (pas forcement libre) sur un R-arbre.
En sens contraire, une action libre sur un R-arbre donne naissance a une
action libre isometrique sur une 1-variete (pas forcement simplement con-
nexe) munie d'une metrique riemannienne.

Dans notre contexte, une forme ω comme ci-dessus donne naissance
a une action libre sur un R-arbre, non pas du groupe π{M/Jϊf, mais
du groupe π{M/Jϊ? par Jΐ?, nous designons le sous-groupe distingue de
πxM engendre par J? et les classes d'homotopie libre de lacets contenus
dans des feuilles sauf en un nombre fini de points qui sont des singularites
d'indice 1 ou n - 1 (voir Figure 1). Pour une forme π{-stable (voir ci-
dessus resume de la partie I) on a Jϊf = <2?, mais cette egalite n'est pas
toujours vraie.

Un lacet dans S? mais

pas forcement dans J?'.

FIGURE 1

II conviendrait done probablement pour etudier les groupes pouvant
agir librement sur les R-arbres de generaliser le Theoreme 6 dans deux
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directions. D'abord, ne plus supposer le feuilletage transversalement ori-
entable. Ensuite, admettre des singularites de Morse, et ne pas determiner

mais

0. Preliminaires

O.A. Groupe fondamental de l'espace des feuilles. Etant donne une 1-
forme fermee non singuliere ω sur une variete M (pas forcement com-
pacte), nous voulons discuter la notion de groupe fondamental de Γespace
des feuilles de ω.

Commenςons par un exemple tres simple, celui de la forme ωQ = dy —
adx sur le tore T2 = M2/Z2, avec a irrationnel. En tant qu'ensemble,
l'espace des feuillels T 2 /ω 0 peut etre vu comme le quotient d'un cer-
cle de longueur 1 par la rotation Ra, ou de faςon equivalente comme le
quotient de R par le groupe G forme des translations x >-+ x + m + na,
(m, ή) 6 Z2 mais la topologie quotient sur R/G est la topologie grossiere,
totalement inutilisable. II faut done procέder indirectement pour definir
π{(Ί2/ω0).

Le groupe G opere sur l'espace simplement connexe R de faςon libre
(seul Γelement neutre de G a des points fixes). Ceci suggere de considerer
R comme le revetement universel de T /ωQ, et G comme le groupe de
transformations du revetement. On est ainsi amene a dire que πχ(Ύ2/ω0)
est isomorphe a G, e'est a dire a Z 2 .

On peut egalement essayer de traiter le feuilletage defini par ωQ comme
un fibre (generalise). Ici les feuilles sont contractiles (diffeomorphes a
R). II est done tentant de dire que le π{ de T 2 /ω 0 (base du fibre) est
isomorphe a celui de T2 (espace total): on retrouve bien πχ (T2/ω0) ~ Z 2 .

Ces deux points de vue peuvent se generaliser au cas d'une forme ω
quelconque. Considerons le revetement universel M de M, et la forme ώ
induite par ω. L'espace des feuilles de ώ n'est en general pas separe, mais
e'est une variete V de dimension 1, simplement connexe. Le groupe du
revetement, isomorphe a πχM, agit sur V, mais pas toujours librement:
si un element θ e nx{M, xQ) est representable par un lacet contenu dans
la feuille de x0 , Faction de θ sur V aura des points fixes.

Ceci suggere, pour obtenir une action libre, de considerer le plus petit
sous-groupe distingue 2? c nχM contentant les images des π{ des feuilles
de ω, le revetement galoisien p^: M^ —• M associe a Sf, et l'espace des
feuilles de p^ω, note V^. On montre que F ^ est encore une variete
(non separee) de dimension 1, simplement connexe, et que cette fois le
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groupe de transformations πχM/5C agit librement sur V^ . On est done
conduit a definir π{(M/ω) comme πχM/SC .

Dans le cas d'un fibre (a fibre connexe), le πχ de la base est le quotient
du π ι de Γespace total par Γimage du πχ de la fibre; on a ici un resultat
analogue, en remplaςant cette image par le sous-groupe 2?. On pourrait
aussi imaginer, sans changer Γespace des feuilles, de modifier . feuilletage
(et la variete M) en ajoutant des 2-cellules aux feuilles de faςon a les
rendre simplement connexes; ceci aurait pour effet dans πχM de tuer le
sous-groupe 3*, de sorte que le πχ de Γespace obtenu serait isomorphe a

D'une maniere plus conceptuelle (et plus precise), on peut, en suivant
Haefliger (cf. [7]), associer a un feuilletage quelconque sur une variete M
(en fait a son pseudogroupe d'holonomie Γ) un espace classifiant BΓ. II
faut voir BΓ (qui est en general de dimension infinie) comme un espace
feuillete tel que le pseudogroupe d'holonomie soit equivalent a Γ et que
les revetements d'holonomie des feuilles soient contractiles.

On definit alors le type d'homotopie et les πz de Γespace des feuilles
comme ceux de BΓ, et on montre que πχ(BΓ) est isomorphe au quotient
de πχM par le sous-groupe distingue engendre par les classes d'homotopie
libre des lacets contenus dans des feuilles et a holonomie triviale (voir
[20]).

Dans le cas d'un feuilletage defini par une 1-forme fermee ω, il n'y a
pas d'holonomie et on retrouve la definition donnέe plus haut. On mon-
tre d'autre part (Haefliger) que BT est un K(π, 1); il n'y a done pas
d'invariants homotopiques d'ordre superieur.

L'homomorphisme [ω]: πχM -> R obtenu en integrant la forme le long
des lacets se factorise par un homomorphisme p: πχ(M/ω) —• R Γimage
commune de [ω] et de p est le groupe des periodes P(ω). On peut en
fait considerer p comme l'homomorphisme induit au niveau du πx par
Γapplication (ensembliste) ψ: M/ω —• R/P(ω) definie par ψ(x) = /* ω,
oϋ m G M est un point base et Γintegrale est regardee modulo P(ω) (ce
qui la rend indέpendante du chemin choisi entre m et x ).

Considerons en particulier les formes ω telles que p definisse un iso-
morphisme entre πχ{M/ω) et P{ω) (nous les appellerons faiblement
completes, generalisant une definition de [13]). Nous avons dit que les es-
paces des feuilles M/ω et R/P(ω) devaient etre vus comme des K(π, 1).
Ceci conduit a dire qu'une forme est faiblement complete si et seulement
si ψ definit une equivalence d'homotopie entre M/ω et R/P(ω).

Terminons en donnant une presentation du groupe fundamental πχ {BΓ)
a partir de generateurs d'un pseudogroupe Γ. Nous nous limitons au cas
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simple oϋ Γ est un pseudogroupe defini sur une variete connexe et sim-
plement connexe W (par exemple W = R immerge dans M, transverse
a une 1-forme fermee ω, et Γ est le pseudogroupe d'holonomie).

Soit yz : Ui —> V( (i e I) un systeme de generateurs de Γ, oϋ chaque
γi est un homeomorphisme entre ouverts connexes de W. On obtient
alors une presentation de πx(BY) en prenant pour generateurs des lettres
at ( / € / ) , et pour relations les mots en αz et a~x tels que Γ element
correspondant de Γ (obtenu en composant les γi ou γ~ι ) soit defini et
egal a Γidentite sur un ouvert non vide de W.

O.B. Definitions et notations. Soit ω une 1-forme fermee sur une vari-
ete Mn . Nous noterons [ω]: πχM —• R Γhomomorphisme obtenu en
integrant ω sur les lacets. Son image P{co) C R est le groupe des periodes.
Le rang de P(ω), peut-etre infini si M n'est pas compacte, sera appele
rang de ω et note r(ω). Rappelons que, si r(ω) < 1, alors toute feuille
est fermee.

Supposons d'abord ω non singuliere.

O.B.i. Nous noterons Sf(ω), ou simplement Sf, le plus petit sous-
groupe distingue de πχM contenant Γimage de πχL pour toute feuille
L. Puisque <S? est distingue, on peut parler de Γappartenance a ^ d'une
classe d'homotopie libre de lacets; pour n > 5, un lacet plonge γ c M
represente un element de Sf si et seulement si γ est une composante de
δS, oϋ S c M est une surface (plongee) compacte de genre 0 et les autres
composantes de δS sont contenues dans des feuilles.

Nous aurons parfois a choisir un point base x e M. Le sous-groupe
3* c πx(M, x) est engendre par les lacets de la forme cγc~{ , oϋ c est
un chemin d'origine x et γ est un lacet contenu dans une feuille.

Confcrmement a la section precedente, nous definirons le groupe funda-
mental del'espace des feuilles πι(M/ω) = πιM/<Sf(ω). L'homomoφhisme
[ω] se factorise par p: π{(M/ω) —• R. Notons Γisomorphisme Ker/? ~

O.B.ii. Une composante minimale est un ouvert sature N c M tel que
toute feuille contenue dans TV y soit dense. Noter que P(ω\N) est dense
dans R, et que deux composantes minimales sont egales ou disjointes.

Soit TV une composante minimale, et θ la forme induite ω\N. On
verifie immediatement que les conditions suivantes sont equivalentes:

(a) Si un arc γ c N est d'integrale nulle (/ θ = 0), ses extremites sont
sur la meme feuille;

(b) La surjection naturelle ψ: N/θ -> R/P(θ), obtenue en integrant θ
a partir d'un point base, est une bijection;
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(c) II existe une courbe fermee C transverse a θ telle que, si x et y
bordent sur C un arc / avec fjθ e P(θ), alors x et y sont sur la meme
feuille.

Si ces conditions sont verifiees, nous dirons que (N, θ) est une com-
posante faiblement complete. On notera qu'alors toute courbe transverse
possede la propriete enoncee dans c, et que toute periode d θ (sauf 0)
peut etre representee par une courbe transverse. Nous montrerons (I.A et
II.B) que (N, θ) est faiblement complete si et seulement si πx(N/θ) ^
P(θ).

Soit C une courbe transverse dans une composante faiblement complete
(N, θ). La forme non singuliere induite sur C par θ definit sur C une
mesure de Lebesgue; en particulier, on peut parler de rotations sur C.

La condition c ci-dessus signifie en fait que le pseudogroupe d'holono-
mie de θ sur C est precisement le pseudogroupe engendre par le groupe
P(θ) agissant par rotations; en d'autres termes, les intersections avec C
des feuilles de θ sont les orbites de Faction de P(θ).

On notera que les pseudogroupes ainsi engendres par un groupe de ro-
tations sont ceux qui sont complets au sens de [7]. Us sont caracterises par
la propriete suivante: si R est une rotation de C et si pour u n x e C les
points x et R(x) sont sur la meme feuille, alors il en est de meme pour
tout xeC.

Nous utiliserons dans II.B la remarque suivante. Soit (TV, θ) une com-
posante minimale, et C une courbe transverse; s 'il existe un groupe dense
G de rotations de C tel que x et R(x) soient sur la meme feuille pour
tout x eC et tout Re G, alors (N, θ) est faiblement complete.

En effet, d'apres le Lemme III.5 de [13], Γholonomie de θ sur C est
definie par Faction d'un groupe de rotations. Pour voir que ce groupe
est P(θ) tout entier, il sufRt de representer une periode par un lacet
γ: [0, 1] -+ N , et de subdiviser [0, 1] par 0 = tQ < < tk = 1 de faςon
que les γ(t.) soient tous sur la meme feuille L, et que chaque y{tt) soit
joignable dans L a un point de C par un chemin relevable continύment
sur les feuilles voisines jusqu'a ϊ(ti+ι).

O.B.iii. Simaintenant ω a des singularites (i.e., des points c oύ ω^ =
0), nous noterons M* = M-Singω et ω* la forme induite sur M*. Par
definition, les feuilles, composantes minimales, composantes faiblement
completes de ω seront celles de ω*. Une feuille non compacte L est
presque compacte si L u Sing ω est compact.

Nous supposerons toujours que M* est connexe et que Γinclusion induit
un isomorphisme π{M* ~ π{M ce sera en particulier le cas si Singω est
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de codimension > 3. Nous definissons Jϊf(ω) = J?(ω*) et πx(M/ω) =
π j MjS? (ω) comme precedemment.

Supposons desormais que M est compacte, orientable, sans bord, de
dimension n > 3, et que ω est de Morse: au voisinage de chaque singu-
larite, ω est la differentielle d'une fonction de Morse. Les singularites ont
ainsi un indice, compris entre 0 et n .

Celles d'indice Oou n sont des centres', les feuilles au voisinage sont
diffeomorphes a des spheres. Celles d'indice 1 ou n - 1 sont dites coniques
(cf. Figure 1 ou 2); il en part deux bouts singuliers (demi-cόnes). Si ces
deux bouts singuliers ne sont pas contenus dans la meme feuille (i.e., s'il
n'existe pas de lacet de connexion au sens de [13]), la singularite est bio-
quante.

, bout singulier

bout singulier

FIGURE 2: COUPURE DE FEUILLES AU VOISINAGE D'UNE

SINGULARITE CONIQUE

O.B.iv. La presence de singularites bloquantes correspond au fait que le
pseudogroupe d'holonomie induit par ω sur des courbes transverses n'est
pas defini par Faction d'un groupe de rotations. D'apres [13, Proposition
II. 1], les formes de rang > 2 sans singularitέ bloquante sont precisement
celles qui sont minimales et faiblement completes (i.e., (M*, ω*) est une
composante minimale faiblement complete).

Les composantes minimales de ω sont en nombre fini. On montre
([9]; voir Γappendice de [1]) qu'une feuille L n'appartenant pas a une
composante minimale est compacte ou presque compacte. On notera que
les feuilles presque compactes sont en nombre fini.

O.C. Produits libres de groupes abeliens libres (proligals). Soit G un
groupe de type fini. Nous noterons b(G) le rang maximal d'un quotient
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abelien libre de G, et f(G) le rang maximal d'un quotient libre de G.
Bien sύr b(G) > f(G). Si d'autre part Gf est un quotient de G, alors
b(G)>b(G') e t / ( G ) > / ( G ' ) .

Lorsque G est le π{ d'une variete M, nous noterons bxM = b(G) et
ftJΛf = /(G) (premiers nombres de Betti, usuel et non commutatif). Si
G = π{(M/ω), nous poserons 6(ω) = &(G) et d(ω) = /(G) - 1.

Nous dirons que G est un proligal (PROduit Libre de Groupes Abeliens
Libres) s'il est isomorphe a un produit libre Zα' * *Z f l / , ax > > af >
1. Un tel isomorphisme n'est pas unique, mais / et les α|. sont bien
determines [15]. Notons que / = /(G) et Y/ai = b(G).

Nous utiliserons la consequence suivante du theoreme de Kurosh [15]:
tout sous-groupe abelien non cyclique d'un proligal est conjuguέ a un sous-
groupe d'un facteur I?1 (at > 2). En particulier, les facteurs Zfl/ de rang
ai > 2 sont bien determines a conjugaison pres: ce sont les sous-groupes
abeliens maximaux non cycliques.

Lemme 0. Soit φ: G -» G' un epimorphisme. On suppose que G et
G' sont des proligals et que φ est injectifsur chaque facteur de G de rang
at>2. Alors ou bien φ est un isomorphisme ou bien f(G) > f(Gf).

Remarque. Si on ne suppose pas Γinjectivite de φ sur les facteurs
de rang > 2, on peut montrer que φ est un isomorphisme pourvu que
f(G) = f(Gf) et b(G) = b(G').

Demonstration. Nous supposons /(G) = f(Gf) - / , et nous allons
montrer que φ est un isomorphisme. II suffit de voir que G et G'
sont isomorphes abstraitement (i.e., que les at associes a G coincident
avec les dι associes a G'), car d'apres [4] un proligal G est hopfien:
tout epimorphisme G -» G est un isomorphisme (un proligal est meme
residuellement fini [5]).

D'apres le theoreme de Kurosh, Γimage par φ d'un facteur Zβ/ de rang

> 2 est contenue dans un conjugue d'un facteur Za°(ι) de G'. Appelons
k le plus grand indice pour lequel ak > 2, et considerons Γapplication
σ:{ l , . , f c } - { l , . . , / } .

Admettons provisoirement que σ est injective. Nous avons alors

b(G) =γdai = f + £>, . - 1) < / + ΣX<o - ί)
/=1 i=\ i=\

f

Toutes ces inegalites sont ainsi des egalites, et on en deduit facilement le
resultat.
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Supposons done qu'il existe p et q dans {1, ••• , k) avec σ(p) =

σ(q), et cherchons une contradiction. Considerons un epimorphisme

ψ:G' -^ Zf = Hi=\% envoyant chaque facteur Zfl/ de G1 surjective-

ment sur le facteur correspondant de Z . Le compose θ = ψoφ; G -» Z

envoie ZUp et Zfl* dans le meme facteur ψ(Za°^) de z Λ

Remarquons que chaque 0(Zβ/) est isomoφhe a {0} ou Z, et fac-

torisons θ par le groupe libre F = rf=ι θ(Zai). Puisque F admet Zf

comme quotient, il doit etre de rang / . En particulier aucun 0(ZΛ/) n'est

reduit a {0} , et θ induit un isomorphisme entre Γabelianise Fab et Z^.

On en deduit que le sous-groupe de Z engendre par Γunion de θ(Zαp) et
Z°9) est de rang 2, ce qui est la contradiction cherchee.

(Tous les morphismes de ce diagramme commutatif sont surjectifs.)

I. Formes de Morse sur les varietes fermees

Dans toute cette partie, nous appellerons ω une l-forme fermee de
Morse sur une vαriέtέ fermee orientαble Mn (n > 3).

LA. Determination de π{(M/ω).
Theoreme I.I. Soit Mn une vαriέtέ fermέe orientαble de dimension

n > 3, et ω une 1 -forme fermέe de Morse sur M. Alors πx{M/ω) est un
produit libre de groupes αbέliens libres. De plus, les fαcteurs de rang > 2
sont en bijection avec les groupes des pέriodes des composantes minimales
faiblement completes de ω.

Si on appelle Ux, , Um les composantes faiblement completes de ω,
la deuxieme assertion du theoreme signifie que πχ{M/ω) est isomoφhe
a F * Pχ * * Pm , oύ F est libre et p\P. dέfinit un isomoφhisme de P(

sur PiωlUi).
Definition. Nous noterons d(ω) le nombre de facteurs du produit libre

πχ(M/ω), diminue de 1.
Remarques. (1) II resultera de la partie II.B que le Theoreme I.I reste

vrai si:
(i) M n'est pas forcement compacte, mais πχM est de type fini;
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(ii) Les singularites de ω sont quelconques, mais Γinclusion M* c M
induit un isomorphisme des πx (en particulier si Singω est de codimen-
sion > 3).

(2) Si M est une surface, on peut montrer que π{(M*/ω*) est libre,

sauf si ω est non singuliere de rang 2 sur T 2 .
Notons deux consequences du Theoreme 1.1 avant de le montrer.

Corollaire. Si ω n'a pas de composante faiblement complete, alors
πχ(M/ω) est libre, et reciproquement.

Corollaire. Si ω n'estpas exacte, alors Ker/? ~ Ker[ω]/oS*(ω) estsoit
egal a {1}, soit libre a une infinite de generateurs.

Demonstration. D'apres la deuxieme assertion du Theoreme 1.1, Ker p
rencontre trivialement tout conjugue d'un facteur de rang > 2 deπ{(M/ω).
II est done libre d'apres le theoreme de Kurosh [15]. Si p n'est pas injec-
tive et si ω n'est pas exacte, alors Ker/> c π{(M/ω) est un sous-groupe
distingue non trivial d'indice infini dans un produit libre non trivial. II ne
peut done pas etre de type fini d'apres le Lemme 11.2 de [8].

Demonstration du Theoreme I.I. Nous procedons en trois etapes.
L'etape importante est la troisieme, oύ sont traitees les composantes min-
imales non faiblement completes.

(1) Determinons d'abord le ^j de Γespace des feuilles d'une com-
posante faiblement complete.

Proposition 1.2. Soit a une l-forme fermee non singuliere sur une
variete N. Si (N, a) est une composante faiblement complete, alors
Γepimorphisme p: π^N/a) -» P(a) est un isomorphisme.

Remarques. -Des cas particuliers de ce resultat ont ete montres dans
[13].

-Cette proposition peut s'interpreter de la faςon suivante: puisque a
est faiblement complete, son pseudogroupe d'holonomie Γ est equivalent
au pseudogroupe engendre par le groupe G = P(a) agissant sur E par
translations; pour un tel pseudogroupe, on a π{(BΓ) ~ G.

Demonstration. Commenςons par une remarque. Soit X un champ
de vecteurs sur TV tel que a{X) = 1, et φt son flot (partiellement defini).
Soit σ un chemin contenu dans une feuille, et τ e R tel que φτ soit
defini aux deux extremites a et b de σ.

Pour t entreOet τ , les points φt{a) et φt(b) appartiennent a la meme
feuille Lt (car a est faiblement complete); nous pouvons done considerer
un lacet βt obtenu en allant de a a b par σ, de b a φ{(b) en suivant
Γorbite de X, de φt{b) a φt(a) par un chemin yt dans Lt, et en revenant
de φt(a) a a.
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Le fait que βt represente ou non un element de 3* ne depend pas du
choix de yt dans Lt, et on verifie immediatement que Γensemble des t
tels que βt e S* est ouvert et ferme, done contient τ .

Ceci note, considerons les lacets C°° par morceaux formes de seg-
ments λi transverses a α et de segments σi contenus dans des feuilles.
Si la proposition est fausse, il existe des lacets de ce type dont la classe
d'homotopie libre est dans Ker[α], mais pas dans Sf fixons un tel γ
pour lequel le nombre de λi est minimal.

Construisons (par partition de l'unitέ) un champ X avec a(X) = 1, tel
que les λt soient des morceaux d'orbite. Grace a la remarque ci-dessus,
on peut modifier γ par un elέment de i ? , de faςon a diminuer le nombre
des λt: contradiction, q.e.d.

(2) Montrons maintenant le Theoreme I.I dans le cas oύ toutes les com-
posantes minimales de ω sont faiblement completes. Nous faisons de plus
une hypothese technique: il n'existe pas de chemin [s, s] tel que ]s, s'[
est contenu dans une feuille, s est une singularite d'indice 1, et s est une
singularite d'indice n - 1 (absence de liaison entre singularites d'indices
1 et n-\).

Les composantes Wk de Γouvert forme des feuilles compactes de ω
peuvent etre vues comme des intervalles, car elles sont feuilletees comme
des produits: feuille compacte x intervalle ouvert. A chaque bout de
Wk , la feuille compacte degenere en une union de singularites de ω et de
feuilles presque compactes.

Chaque feuille contenue dans la frontiere d'une composante minimale
Ui est presque compacte et adhere d'un cote a Ui et de Γautre a un Wk

(ceci utilise Γabsence de liaison \jn- 1) en particulier, les Ui sont deux
a deux disjoints.

Considerons Γensemble des feuilles non compactes de ω, muni de la
relation d'equivalence que Fon engendre en identifiant deux feuilles L et
Lf si LnL φ 0 . Une classe d'equivalence se compose soit de toutes les
feuilles contenues dans l'adherence d'une composante minimale Ui, soit
de feuilles presque compactes.

Nous allons maintenant associer a ω un graphe fini oriente Tω. Si
ω n'a pas de composante minimale, ce sera le graphe obtenu en ecrasant
chaque feuille en un point. En general, il faudra au prealable ecraser en
un point chaque composante minimale.

Par definition, les sommets de Tω seront d'une part les centres de ω,
d'autre part les classes de la relation ci-dessus. Les aretes seront les Wk ,
vus comme des intervalles orientes par l'orientation transverse du feuil-
letage, et attaches aux sommets de la faςon evidente.
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Intuitivement, Γespace des feuilles de ω peut etre construit a partir de
Tω en attachant les espaces des feuilles des ω\Ui aux sommets correspon-
dants. Son π{ doit done etre le produit libre du groupe libre F = π{(Tω)
avec les n^UJω), qui sont isomorphes a P(ω\Ui) d'apres la Proposi-
tion 1.2. C'est ce que nous allons maintenant verifier en construisant un
isomorphisme

π{(M/ω) - F * P{ω\Uχ) * • • * P(ω\UJ.

Remarque. Deux feuilles presque compactes differentes contenant cha-
cune un bout singulier d'une meme singularite bloquante sont representees
par le meme point de Tω. En toute rigueur, il faudrait done remplacer
le graphe Tω par une variete non separee de dimension 1. Toutefois,
Γabsence de liaison entre singularites d'indice 1 et n - 1 fait que cette
inexactitude est sans influence sur le π{ .

Choisissons un arbre maximal dans Tω, et une feuille compacte Ln

sur chaque arete du complementaire. Le groupe F peut etre vu comme
le groupe libre engendre par les lettres L .

Pour chaque composante minimale Ui et chaque feuille L{ . de la
frontiere de Ui, choisissons un point base ui G Ui, un chemin allant
de ui a Li . dans Ui, et appelons ci • Γintegrale de ω sur ce chemin.
Choisissons enfin dans M un point base x appartenant a une feuille com-
pacte autre qu'une Ln (s'il n'y a pas de feuille compacte, la Proposition
1.2 donne le resultat).

Definissons un homomorphisme

e:nx(M9x)-+F* P(ω\Ux) * * P(ω\Um).

Soit γ un lacet disjoint de Singω et transverse aux Ln et aux Li •. Pour
definir θ(γ), parcourons γ . Lorsqu'on rencontre une feuille Ln , on ecrit
lalettre Ln ou (La)~ι de F , selon que Γorientation de γ coincide ou non
avec Γorientation transverse de La . Lorsqu'on traverse une composante
minimale Ui, en entrant par un L. et en sortant par un L( •>, on ecrit
Γelement c + ci • - ci •> du facteur P(ω\Ui), ou c est Γintegrale de ω
sur Γarc de γ allant de Li . a Li Jt.

II est clair que θ(γ) ne depend que de la classe d'homotopie de γ , que
θ est surjectif, et que Ker0 contient Sf. II nous reste a verifier que
Ker θ ne contient rien d'autre.

Si tel n'est pas le cas, considerons les lacets bases en x, disjoints de
Sing ω, representant un element de Ker θ - S*, et choisissons un tel γ
pour lequel le nombre /„ de points d'intersection avec Γunion des feuilles
presque compactes est minimal. On a / > 0, car sinon γ est contenu
dans un W, et represente un element de Sf .
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Puisque γ e Ker θ , il existe une feuille presque compacte L et un sous-
arc / de γ , a extremites sur L, d'interieur disjoint des feuilles presque
compactes, avec fγ, ω = 0. Si Γinterieur de / est contenu dans un Wk ,
on peut modifier γ par un element de & pour diminuer / de 2. Sinon,
Γinterieur de / est contenu dans une composante faiblement complete,
et la Proposition 1.2 permet encore de diminuer / .

(3) La demonstration dans le cas general repose d'une part sur le Lemme
0 (voir §0.C ci-dessus), d'autre part sur une idee de perturbation introduite
dans [13].

Pour chaque singularite s d'indice n - 1, choisissons une "fonction
bosse" fs: M —• [0, 1], de classe C°° , egale a 1 sur un petit voisinage de
s et a 0 en dehors d'un voisinage un peu plus grand. Approchons ω par
des formes ω(ε) = ω — Σs ε • dfs, oύ ε est un reel strictement positif.

Les ω(ε) sont cohomologues a ω et, pour ε petit, ont les memes
singularites que ω. Notons que le passage de ω a ω(ε) se fait en coupant
des feuilles pres des singularites d'indice n — 1 (cf. [13, 1.7.2] et Figure
2). En particulier, 3*{ω) est Γunion croissante des J?(ω(ε)) quand ε
decroϊt vers 0.

Nous avons montre dans [13, pp. 651-652] que, si ω est minimale mais
pas faiblement complete, alors toutes les feuilles regulieres de ω(ε) sont
compactes. Le meme raisonnement (base sur le Lemme III. 5) montre que
les composantes minimales non faiblement completes de ω disparaissent
dans ω(ε): elles sont remplacees par des feuilles compactes.

Par contre (cf. [13, 1.7.3 et II]), la forme ω(ε) est minimale et faible-
ment complete si ω Test (pour ε assez petit). Plus generalement, les
composantes faiblement completes de ω subsistent dans ω(ε), avec le
meme groupe des periodes.

Choisissons une suite ε tendant vers 0 de faςon monotone, et posons
ω = ω(ε ). Nous pouvons supposer sans perte de generalite que les ω
n'ont pas de liaison l/n - 1: deux singularites s et s' d'indices respectifs
1 et n - 1 ne peuvent etre reliees dans ωp que pour une seule valeur de
ε modulo P(ω).

Pour p assez grand, les formes ωp verifient les hypotheses de Γetape
2. Les π{(M/ω ) sont done des proligals. Appliquons le Lemme 0
aux epimorphismes π{(M/ωp) -» π{(M/ωp+{) induits par les inclusions
<2f(ωp) c J2?(ωp+[). Pour p assez grand, la suite J?(ωp) doit etre sta-
tionnaire. Done J?(ω) =&(ωp) pour p grand, d'oίi le resultat.

Remarque 1.3. Ce raisonnement montre que, pour ε assez petit, les
formes ω et ω(β) ont le meme <S?. Plus generalement, prenons une
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function bosse fs pres de chaque singularite s de ω. Soit ω = ω -
ΣSΦ)' dfs, avec ε(s) > 0 si s est d'indice n - 1 et ε(s) < 0 si s est
d'indice 1. Si les ε(s) sont assez proches de 0, alors toutes les composantes
minimales de ω sont faiblement completes et J?(ω') = Jϊ?(ω). Notons
de plus que, pour presque tout choix des ε(s), la forme ω n'a aucune
liaison entre singularites.

I.B. Formes πrstables. Etant donne Ω e Hι{M,R), soit F{Ω)
Γespace des 1-formes fermees representant Ω, muni de la topologie Cr

(avec 1 < r < oo). Dans F(Ω), les formes de Morse constituent un ouvert
dense FJO).

Si ω est de Morse, alors π{(M/ω) est de presentation finie d'apres le
Theoreme I.I. II existe done un nombre fini de lacets γi contenus dans
des feuilles de ω , tels que Sf{ω) soit le plus petit sous-groupe distingue
de π , ¥ contenant les classes d'homotopie libre des γ(.

Pour ω cohomologue a ω et proche de ω, il y aura, au voisinage de
chaque γi, un lacet yi contenu dans une feuille de ω . En particulier,

) c &(ω'). Done:

Proposition 1.4. Soit ω une forme de Morse, et Ω sa classe de co-
homologie. Si ω est proche de ω dans F(Ω), on a Jΐ?(ω) c &(ω),
et done d(ω) > d(ω). En particulier, la fonction d est semi-continue
superieurement sur chaque Fm(Ω).

Disons qu'une forme de Morse ω est unstable si π{(M/ω) reste
inchange lorsqu'on perturbe ω dans sa classe de cohomologie, i.e. s'il
existe un voisinage U de ω dans F(Ω) tel que ω e U =

Proposition 1.5. (1) Une forme de Morse ω est unstable si et seulement

si d(ω) = d(ω) pour toute ω proche de ω dans F(Ω).
(2) Dans F(Ω), Γensemble des formes de Morse π{-stables est un ouvert

dense.
(3)5/ ω est unstable, toutes ses composantes minimales sont faiblement

completes.
Remarque. On peut egalement montrer que, dans une forme π, -stable,

les composantes minimales ont des adherences disjointes.
Demonstration. Le point 1 resulte immediatement du Lemme 0. Pour

la densite dans 2, soit U un ouvert non vide de Fm(Ω). Toute forme de
U realisant le minimum de d dans U est π, -stable. Enfin, si ω possede
une composante minimale non faiblement complete, on peut perturber ω
dans F(Ω) de faςon a rendre cette composante faiblement complete [13,
pp. 651-652]. Ceci change πχ{M/ω). q.e.d.
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La Proposition 1.5 entraίne que generiquement, toutes les composantes
minimales sont faiblement completes. Plus precisement, soit FM Γunion
des F(Ω), c'est-a-dire Γespace de toutes les formes fermees sur M. Alors:

Theoreme 1.6. L 'ensemble des formes de Morse dont toutes les com-
posantes minimales sont faiblement completes contient:

-un ouvert dense dans chaque F(Ω)
-un Gδ dense dans FM.
Remarque. La premiere assertion est evidemment triviale si Ω est de

rang < 1 (car toute forme representant Ω est a feuilles regulieres com-
pactes).

Demonstration. La premiere assertion resulte immediatement de la
Proposition 1.5. Pour la deuxieme, rappelons qu'une forme est totale-
ment irrationnelle si son rang est egal au premier nombre de Betti bχM
(cf. [13, I.I]). Considerons Γensemble D des formes de Morse totalement
irrationnelles ω telles que, si ω est totalement irrationnelle et proche de
ω, alors d(ω) = d(ω).

Une forme ω e D est en particulier π{ -stable, done a composantes
minimales faiblement completes. D'autre part, D est ouvert dans le Gδ

dense des formes totalement irrationnelles. II ne reste done plus qu'a
verifier que D est dense dans FM .

Soit ω de Morse totalement irrationnelle, et γ. un nombre fini de lacets
engendrant J?(ω) en tant que sous-groupe distingue, comme plus haut.
Puisque ω est totalement irrationnelle, Γintegrale sur γi de n'importe
quelle forme est nulle. En particulier, on aura £f{ω) c J?(ω) pour
toute forme ω proche de ω . On en deduit que la restriction de d a
Γensemble des formes de Morse totalement irrationnelles est semi-continue
superieurement, done continue en un ensemble dense de points.

I.C. Invariant d et singularites coniques.

I.C.i. Calcul de d(ω). Nous avons associέ a une forme de Morse
ω un entier d = d(ω), en disant que π{(M/ω) est le produit libre de
d + 1 facteurs. Nous allons maintenant interpreter d geometriquement,
en fonction des singularites bloquantes (cf. O.B.iii) de ω.

Pour les formes sans centre, d est le nombre de singularites bloquantes
d'indice 1 (resp. n - 1), diminue d'un terme correctif (nul generiquement)
dύ a d'eventuels cycles de liaisons entre singularitέs bloquantes. Si ω
possede des centres, ilfaut έgalement retrancher le nombre de singularitέs
d'indice 0 (resp. n).

Plus precisement, appelons ci le nombre de singularites d'indice / de
ω , e t cx b (resp. cn_x b) le nombre de singularites bloquantes d'indice 1
(resp. n - 1).
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Definissons d'autre part un 1-complexe fini K. Les sommets sont les
feuilles singulieres contenant au moins un bout singulier d'indice 1 (i.e.
issu d'une singularite d'indice 1); les aretes sont les singularites d'indice 1,
attachees aux sommets de la faςon evidente. Les singularites bloquantes
d'indice 1 sont precisement les aretes a extremites distinctes.

Appelons c{ b le nombre de sommets de K moins le nombre de com-
posantes connexes, c'est-a-dire c{ b = Σiv — 1) oύ u est le nombre de
sommets de la composante K de K. Bien sur c{ b < c{ b, avec egalite
dans la situation (generique) oύ il n'y a pas de liaison entre singularites
d'indice 1. Definissons de meme cn_{ b .

Theoreme 1.7. Soit ω une forme de Morse. Alors d = c{ b - cQ =

Cn-\,b ~ Cn '

Corollaire. On a toujours c{ b > d + cQ et cn_{ b>d + cn, avec egalite
generiquement dans chaque Fm(Ω).

Remarque. O n a c, b = cn_{ b = 0 si et seulement si cχ b — cn_χ b =
0. Pour ω sans centre, d = 0 equivaut done a Γabsence de singularite
bloquante, conformement a la Proposition IV. 1 de [13].

Demonstration du Theoreme 1.7. II suffit de prouver la premiere egalite;
posons dχ = c{ b-c0 , et montrons d = dχ. Comme dans la demonstration
du Theoreme I.I, nous utilisons un argument de perturbation.

Pour chaque couple de bouts singuliers d'indice 1 contenus dans la
meme feuille, fixons dans cette feuille un chemin les reliant. Ceci fait,
choisissons au voisinage des singularites s d'indice n - 1 une fonction
bosse fs de support disjoint de ces chemins.

Approchons ω par une forme cohomologue ω = ω - Σ ε mdfs comme
dans la demonstration du Theoreme I.I (etape 3), en choisissant ε de
faςon que toutes les composantes minimales de ω soient faiblement
completes, que Jΐf(ω) = Jΐf{ω), et que ω n'ait pas de liaison \jn - 1.

Notons que ω et ω ont le meme K, et en particulier le meme d{ .
En effet, deux bouts singuliers d'indice 1 sont sur la meme feuille de ω si
et seulement si ils sont sur la meme feuille de ω: le "si" resulte du choix
des supports des fs, le "seulement si" du fait qu'on passe de ω a ω en
coupant des feuilles pres des singularites d'indice n — 1.

Nous sommes done ramenes a montrer d = dχ pour ω .
La forme ω n'a pas de liaison \jn - 1, et nous pouvons considerer le

graphe Tω> comme dans Γetape 2 de la demonstration du Theoreme 1.1.
Les sommets de Tω, se repartissent en 4 types:

1. Les composantes de K dont chaque sommet est une feuille presque
compacte de ω



GROUPE FONDAMENTAL DE LΈSPACE DES FEUILLES 735

2. L'union des feuilles contenues dans Padherence d'une composante
minimale Vi de ω

3. Une union de feuilles presque compactes de ω ne contenant aucun
bout singulier d'indice 1

4. Les centres de ω .
Considerons une composante Kq de K, et sa contribution υ - 1 a

Cj b. Si chaque sommet de K est une feuille presque compacte, K
represente un sommet de type 1 de Tω> et v est le nombre d'aretes
(orientees) de Tω> se terminant a ce sommet.

Sinon, K adhere a exactement une composante minimale F . Comme
V. est faiblement complete, un seul sommet de K est une feuille non
presque compacte. Les autres sont des feuilles presque compactes et cor-
respondent chacun a une arete de Tω, arrivant sur le sommet de Tω>
associe a Vi.

Ceci permet d'interpreter c{ b = Σ(v

g ~ 1) de la faςon suivante. Pour
chaque sommet z de Tω>, appelons az le nombre d'aretes (orientees)
arrivant a z . Alors c{ b = Σ{l)(az - 1) + Σ ( 2 ) az, les sommes etant prises
respectivement sur les sommets de type 1 et 2.

Soit maintenant z un sommet de type 3 ou 4. Dans ce cas az vaut 1,
sauf si z est un centre d'indice 0: il vaut alors 0. Done c{ b = Σ(a

Σ~ 1) +
m + c0, oύ m est le nombre de composantes minimales et la somme est
prise sur tous les sommets de Tω>. Mais Σ(a

Σ ~ 1) = ~X(Tω>) = d - m ,
d'oύ le resultat.

I.C.ii. Persistance de singularity coniques. Nous avons montre [13,
Theoreme III. 1 ] que toute forme non exacte ω est cohomologue a une
forme ω sans singularite bloquante. Toutefois, nous allons voir que
quelque chose subsiste lors du passage de ω a ω : d(ω) minore le nombre
de singularitέs d'indice 1 (resp. n - 1) que doit avoir une forme cohomo-
logue a ω.

Theoreme 1.8. 5/ ω et ω sontcohomologues, alors cx{ω) et cn_ι{ω/)
sont superieurs ou egaux a d(ω).

Remarques. -Ce theoreme a ete inspire par une remarque de G.
Meigniez.

-On a en fait un resultat plus precis: d(ω) minore cx(ω) - co(ω) et

cn_x{ω)-cn{ω).
-La demonstration que nous allons donner est elementaire. On peut

en donner une plus conceptuelle en utilisant la theorie de Γhomologie de
Novikov[17], [23].

Exemple. Sur M = # Sι x Sn~ , toute forme non exacte est coho-
mologue a une forme ω avec d(ω) = p - 1. Done toute 1-forme fermee
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de Morse possede au moins p singularites d'indice 1 (resp. n - 1). Noter
que, si n est pair, il existe sur M des 1-formes differentielles integrables
non singulieres [24].

Demonstration. Le cas des formes exactes (fonctions) etant bien connu,
nous prenons r(ω) > 1. Pour simplifier, nous supposons les formes sans
centre. Traitons d'abord les formes de rang 1, et normalisons de faςon que
P(ω) = Z.

Sur le revetement infini cyclique associe a [ω]: πχM —• Z, les formes
ω et ω se relevent en des formes exactes df et dg, avec f - g borne.
Nous pouvons supposer sans perte de generalite que les points critiques de
/ sont a des niveaux differents (cf. Remarque 1.3), et que 0 est une valeur
reguliere de / et g.

Soit A un entier majorant \f - g\, et p un entier > 2 A . Definissons

Xp = g-l([0,p]) et H(p) = Hx(Xp9g-l(0);R). Dans Xp ilya p cχ{ω')
points critiques d'indice 1 de g . Done dim//(/?) < p cχ(ω).

Considerons d'autre part les d(ω) singularites bloquantes d'indice 1 de
ω. Appelons xi leurs (p-2A) d(ω) relevesdans f~]([A, p-A]) c Xp .
Pour chaque i, nous appelons Lt Γune des deux feuilles de df contenant
un bout singulier de xi, et en deduisons un homomoφhisme "nombre
d'intersection" [LJ: H(p) ->Z.

Nous affirmons que les [L(] sont lineairement independants dans
Hom(H(p), R), ce qui nous donnera (p - 2A) • d(ω) <p c{(ω) et done
d(ω) < cx{ω) puisque p est arbitraire.

S'il existe une relation de dependance Y^a^L^ = 0, considerons le
a{ φ 0 pour lequel ci = f{xt) est minimal. L'absence de centre de ω
permet de construire dans f~ι(] - oo, cz]) un chemin a extremites dans
g~l(0), transverse a / saufen xir, sur lequel [LJ vaut ±1 (voir Figure
3). Ceci donne ai = 0, contradiction.

Pour traiter le cas general r(ω) > 2, il suffit de trouver arbitrairement
pres de ω des formes ωχ de rang 1 avec d(ωx) > d(ω). Pour cela, appro-
chons d'abord ω par des formes ω cohomologues, a composantes faible-
ment completes, sans liaison entre singularites, avec d(ω) = d(ω). Au
moins un des deux bouts singuliers issus de chaque singularite bloquante
de ω appartient a une feuille presque compacte. Done toute forme ωχ de
rang 1, verifiant Ker[ω] c Ker[ωJ et assez proche de ω, aura au moins
autant de singularites bloquantes que ω.

I.C.iii. Quelques inegalites sur d(ω). Commenςons par quelques re-
marques simples. Si ω ne possede pas de composante minimale faible-
ment complete, le groupe π, (M/ω) est libre de rang d+1 et admet P(ω)
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f=p-A

FIGURE 3

comme quotient; done rf(ω)+l > r(ω), oύ r(ω) estlerangde ω . Notons
d'autre part que d(ω) + 1 est toujours inferieur ou egal a b\M, le rang
maximal d'un quotient libre de n{ M (mais qu'on construit facilement sur
tout M des formes ω avec d(ω) -b\M - 1).

On en deduit par exemple, compte tenu du Theoreme 1.7:
Corollaire. Si ω est de rang strictement superieur a b\M, ellepossede

une composante minimale faiblement complete.
Corollaire. Si ω est minimale mais pas faiblement complete, elle

possede au moins 2r(ω) - 2 singularites coniques bloquantes.
Corollaire. Genέriquement dans tout F(Ω), une forme sans centre a

au plus 2b[M - 2 singularites bloquantes.
On retrouve egalement un resultat de [13]: s'il n'existe pas d'epimor-

phisme de πχM sur Z*Z, toute forme de Morse sans centre est faiblement
complete.

Considerons maintenant une forme minimale ω. Nous supposons
qu'elle n'est pas uniquement ergodique (done pas faiblement complete), et
nous appelons e(ω) le nombre de classes de proportionnalite de mesures
transverses ergodiques de ω. On sait [1, Proposition 3.4] que e(ω) <
b[M- 1. En fait:

Proposition 1.9. Soit ω une forme minimale non uniquement ergodique.
Alors e(ω) < d(ω). En particulier, ω possede au moins 4 singularites
bloquantes.
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Demonstration. Elle est inspiree d'un raisonnement de [1, partie 3].
Des mesures transverses ergodiques deux a deux non proportionnelles
μ{, , μe definissent des homomoφhismes [μ ;]: π{M —• R qui se fac-
torisent par des homomorphismes [μj : πι(M/ω)-+R. On montre comme
dans [1] que [ μ j , , [μe] forment un systeme libre mais nor generateur
dans Hom(π{(M/ω)9 R), d'oϋ le resultat puisque πχ(M/ω) est libre de
rang d + 1.

Corollaire. Si ω est minimale et d{ω) < 1, alors ω est uniquement
ergodique.

Remarque. II existe [1, §1.4] une forme ω minimale non uniquement
ergodique, possedant 6 singularites coniques. Pour cette forme, d(ω) = 3 .
On ignore s'il existe des exemples avec d(ω) - 2.

I.D. Generateurs du pseudogroupe d'holonomie. Soit C une courbe
fermee transverse a une forme ω. La relation d'equivalence ~ donnee
sur C par etre sur la meme feuille peut etre engendree en se donnant une
famille /;. d'intervalles ouverts, une famille Ri de rotations de C, et en
identifiant par Rt Γintervalle It avec Γintervalle Ji = R^J;). Les restric-
tions R(: If —> Ji sont alors un systeme de generateurs du pseudogroupe
d'holonomie de ω sur C.

Si ω est de Morse sur M compacte, et si C rencontre toute feuille,
on montre facilement que ~ peut etre engendre par une famille finie de
Rt: It —• Ji comme ci-dessus: le pseudogroupe d'holonomie de ω sur C
est engendre par un nombre fini dfidentifications de paires d'intervalles.

Nous nous interessons au nombre minimum necessaire. On peut mon-
trer grace a la presentation de πλ(BT) donnee dans le §0. A qu'il faut au
moins b(ω) — 1 paires, oϋ b(ω) est le rang de Γabelianise de π{(M/ω)
(aussi egal a son nombre minimum de generateurs).

Theoreme 1.10. Soit ω une forme de Morse sans centre. Supposons
qu 'il existe une courbe fermee transverse rencontrant toute feuille de ω.
Alors il en existe aussi une sur laquelle le pseudogroupe d'holonomie est
engendre par b{ω) - 1 identifications de paires d'intervalles ouverts.

Remarques. -A priori, les intervalles que nous construirons sur la
courbe transverse C pourraient etre egaux a C o u a C prive d'un point.
Si b(ω) n'est pas egal a 2, on peut en fait imposer aux (/,, J() d'etre de
vrais intervalles.

-Donnons un exemple trivial: si ω est non singuliere (ou simplement
faiblement complete), toute courbe transverse dont la periode fait partie
d'une base de P(ω) convient.

-Ce theoreme permet de redemontrer le corollaire de la Proposition
1.9. Soit ω minimale mais pas faiblement complete. Si d(ω) = 1 , alors
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π{(M/ω) = Z * Z et il existe une transversale sur laquelle Γholonomie
est donnee par Γidentification d'une paire d'intervalles. Chacun de ces
intervalles doit etre le cercle prive d'un point, d'oϋ Γunique ergodicite.

Demonstration. Nous traitons successivement 3 cas, de plus en plus
generaux.

1 er cas. II n'y a pas de liaison l/n - 1, et toutes les feuilles regulϊeres
sont compactes. Dans ce cas, πχ(M/ω) est libre de rang b et isomorphe
a πλ(Tω), oϋ Tω est le graphe defini dans LA.

Puisqu'il n'y a ni centre ni liaison l/n — 1, Fomentation des aretes donne
sur Tω une structure differentiable naturelle, pour laquelle chaque sommet
est un point lisse ou un aiguillage (voir Figure 4). Les courbes transverses a
ω et coupant toute feuille correspondent alors aux immersions surjectives
du cercle dans T .

FIGURE 4

Nous sommes ainsi ramenes a un probleme sur les graphes. D'une faςon
generate, disons qu'un graphe fini oriente T est admissible si ses sommets
sont comme sur la Figure 4, et s'il existe une immersion surjective du
cercle dans T.

Soit T un graphe admissible, et β le rang de π{ T. Nous devons cons-

truire une immersion surjective i: S —• T, et β — 1 homeomorphismes

φi (preservant Γorier tation) entre intervalles ouverts de Sx, de faςon que

z'(jt) = i(y) si et seulement si on passe de i a y par applications suc-

cessives des φi ou φ~x (sauf peut-etre si i(x) = i(y) = un sommet de T).

Nous pouvons sans perte de generalite remplacer par un point regulier
chaque sommet de T a 2 aretes. Si β = 1 ou 2, il n'y a qu'un T possible
et le resultat est clair (voir Figure 5). Supposons done β > 2, et raisonnons
par recurrence.

Soit T1 un element maximal de Γensemble des graphes admissibles
strictement contenus dans T. On voit facilement que T - Tf se compose
d'une seule arete a . Puisque β(Tf) = β(T) - 1, Γhypothese de recurrence
fournit une immersion surjective /' d'un cercle 5*' dans T. Soient x, y
deux points de S* s'envoyant sur les extremites de a.
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β=2

FIGURE 5

Considerons maintenant sur un cercle S six points xχ, yx, x2, y2, x3,
y3 places dans cet ordre (voir Figure 6). Soit τ une immersion de Γinter-
valle [y{, xx] c S dans S', qui envoie chaque intervalle [y{, x 2 ] , [y2, x 3 ] ,
[y3, x{] sur [y, x] c 5 ' , et chaque intervalle [x2, y2], [x3, y3] sur [x,y].
Definissons une immersion surjective i: S -^ T en envoyant [x{, y j sur
Farete a et en posant / = ΐ oτ sur [Ĵ J , x{].

FIGURE 6

La premiere des β - 1 identifications cherchees sur S est representee
par des hachures sur la Figure 6. Elle envoie ]y} , x3[ sur ]y2, x j de
faςon compatible avec τ (en particulier x2 va sur x3 et y2 sur y 3 ) .

Les β-2 autres se deduisent de celles donnees sur S' par Fhypothese de
recurrence. En effet, τ induit des diffeomorphismes ]x2, JC3[-> S'-{x} et
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1^2' ^ 3 ^ S'~{y} ' Qui permettent de relever a S n'importe quel intervalle
ouvert de Sf.

On verifie que les identifications ainsi construites possedent la propriete
requise (quelle que soit la maniere dont on a releve les intervalles de Sf a
S).

2 e cas. II n'y a pas de liaison \/n - 1, et toute composante minimale
est faiblement complete.

Supposons d'abord qu'il n'y a pas de feuille compacte. Sur une courbe
transverse C dont la periode est indivisible dans P(ω), Γholonomie de
ω est engendree par b(ω) - 1 rotations i?z, comme demande. Lorsque
b(ω) > 2, on peut d'ailleurs restreindre le domaine de dέfinition des Rt :
si les intervalles ouverts l{ recouvrent C, les restrictions Ri\Ii suffisent
a engendrer Γholonomie de ω.

Maintenant, supposons Tω homeomorphe a un cercle. Soit C une
courbe transverse coupant chaque feuille compacte en exactement un point.
Elle traverse une fois chaque composante minimale, et nous sommes ra-
menes au fait suivant:

Lemme 1.11. Soit P c R un sous-groupe de rangfini r > 2, et I c R
un intervalle ouvert. La relation d'equivalence definie sur I par la congru-
ence modulo P peut etre engendree par r identifications ^intervalles.

Demonstration. Disons que / =]0, 1[. Soit {α;.} (1 < / < r) une
base de P, avec 0 < α/ < 1 pour tout /. On verifie facilement (comparer
[1, §1.2]) que les identifications ]0, 1 - αf.[—>]an 1[ engendrent sur / la
congruence modulo P pourvu que les α/ soient assez petits (αz < \
suffit). q.e.d.

Si Tω n'est homeomorphe ni a un point ni a un cercle, considerons
un sommet z correspondant a une composante faiblement complete U .
Les feuilles L de la frontiere de U sont presque compactes, et sont en
bijection avec les aretes touchant z . Elles se repartissent en deux classes,
selon que Γarete arrive a z ou en part.

Appelons A Γensemble des paires de feuilles (Lj9Lji) n'appartenant
pas a la meme classe. Pour tout a e A, soit σa un chemin transverse
joignant les deux feuilles dans U nous imposons a ces chemins d'avoir
des longueurs toutes distinctes (par longueur, nous entendons bien sur la
valeur absolue de Γintegrale de ω).

Fixons de plus, pour toute paire de chemins (σa, σb), un plongement
k du plus court dans le plus long, tel que x et k(x) soient sur la meme
feuille V c . Si σa et σb ont une extremite sur une meme feuille L., nous
demandons a k d'envoyer extremite sur extremite.
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Effectuons les choix ci-dessus successivement pour chaque composante
minimale U, et dedoublons les sommets correspondants de Tω (voir Fig-
ure 7) pour nous ramener a la situation de la Figure 4. Nous obtenons
a partir de Tω un graphe admissible, auquel nous appliquons le raison-
nement du ler cas.

FIGURE 7

Grace aux chemins et plongements construits ci-dessus, il vient une
courbe (plongee) transverse C coupant toute feuille, avec une relation
d'equivalence ~ possedant les proprietes suivantes: elle est engendree par
β(Tω) - 1 identifications de paires d'intervalles; si x ~ y, alors x et y
sont sur la meme feuille; reciproquement, si x et y sont sur la meme
feuille mais pas equivalents, alors x et y sont equivalents a deux points
d'un meme lυ , oϋ lυ est un intervalle de longueur maximale dans CnU.
On conclut alors par le Lemme 1.11.

3 e cas. Cas general. Soit C{ une courbe transverse coupant toute
feuille de ω . En modifiant ω pres de ses singularites d'indice n — 1,
approchons-la par une forme ω = ω - Σ ε dfs comme dans I.C.i: en
particulier, ω vέrifie les hypotheses du 2e cas ci-dessus et b(ω') = b{ω).

Si ε est assez petit, toute feuille de ω coupe C{ . Soit done C une
courbe transverse a ω , coupant toute feuille, sur laquelle le pseudogroupe
d'holonomie Γo de ω est donne par b(ω) - 1 identifications de paires
d'intervalles ouverts (/f., 7 z).

Nous representons le passage de ω a ω sur la Figure 8 (de revolution
autour d'un axe vertical); les deux formes coincident hors d'un voisinage
de la zone hachuree. En poussant C hors des zones hachurees si besoin
est, on peut la considerer egalement comme transverse a ω . Identifions-la
a un cercle R/AZ grace a la mesure transverse.

Pour 0 < δ < ε, soit Γ^ le pseudogroupe obtenu sur C a partir de Γo

en agrandissant chaque intervalle (Ii, Jt) de δ dans le sens positif (i.e. en
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FIGURE 8

remplaςant ]p, q[ par ]/?, q + δ[). Nous allons terminer la dέmonstration
en prouvant que Γε est egal au pseudogroupe d'holonomie Γ de ω.

D'abord Γe c Γ. Soient en effet x et y deux points de C sur la
meme feuille de ω , et σ un chemin les joignant dans cette feuille. Soit
X un champ de vecteurs sur M* tangent a C, verifiant ω(X) = 1, et
proportionnel a un champ hyperbolique pres de Sing ω . Lorsqu'on essaie
de pousser σ par le flot (partiellement defini) φt de X, on sait (cf. [13,
§11]) que le seul obstacle est constitue par les singularites d'indice n - 1.
Ceci garantit que x + ε = φe(x) et y + ε = φε{y) sont sur la meme feuille
de ω, comme desire.

Reciproquement, considerons au voisinage d'une singularite d'indice
n - 1 de ω deux intervalles transverses [aQ, aε] et [bQ, bε] comme sur
la Figure 8. Soient xt et yt deux points de C sur la meme feuille de
ω que at et bt respectivement. Soit A Γensemble des t e [0, ε[ tels
que xt et yt soient dans la meme orbite de Γ^ pour tout δ e]t, ε] cette
definition ne depend pas du choix de xt et yt, puisque Γo c Γ^ .

On a bien sur 0 e A . D'autre part, par compacite de [0, ε], il existe
a > 0 tel qu'on puisse choisir xt et y, continϋment lorsqu'on restreint t
a un sous-intervalle de longueur < α dans [0, ε]. On en deduit que A
contient / + a des qu'il contient t, d'oύ A = [09ε[.

II. Varietes ouvertes

Dans toute cette partie, ω sera une i-forme fermee non singuliere
sur une variete orientable sans bord Mn (de dimension quelconque, pas
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forcement compacte). Les resultats se generalisent d'ailleurs immediate-
ment aux formes singulieres telles que πχM* —• πχM soit un isomor-
phisme (par exemple si codim Singω > 3).

II.A. Sous-groupes de type fini de πx (M/ω).

Theoreme ILL Tout sous-groupe de type fini H c π{{M/ω) est un
produit litre de groupes ateliens litres, et p: H —• R est injectifsur chaque
facteur de rang > 2.

Demonstration du Theoreme II. 1. Quitte a faire le produit par un Rp ,
nous pouvons supposer n > 4. L'idee est de se ramener au Theoreme 1.1
en identifiant H a π{(V/ωv), oύ ωv est la forme (de Morse) induite
par ω sur une variete compacte V immergee dans M.

Prenons un point base x e M , e t fixons un sous-groupe de type fini
H c πχ(M, x)/Jϊf(ω). Considerons les immersions /: (Vn~ι, υ) —•
(Mn, x), oϋ V est une variete fermee orientable de dimension n - 1,
Γimage de πχ(V, v) dans π{(M, x)l&(ω) est egale a H, et i*ω est
de Morse. Appelons i^ Γepimoφhisme π{(V, v)/Jϊ?{i*ω) ->• H induit
par /.

Puisque n - 1 > 3, nous pouvons appliquer les rέsultats de la partie
I, et en particulier dέfinir d{i*ω). Soit dQ la valeur minimale prise par
d(i*ω), pour / immersion comme ci-dessus.

Lemme Π.2. Si d(i*ω) = dQ, alors i^: π{(V, υ)/Jΐ?(i*ω) ->• H est un

isomorphisme.

Modulo ce lemme, le Theoreme II. 1 resulte immediatement du
Theoreme I.I.

Demonstration du Lemme II.2. Si le lemme est faux, il existe dans V
un lacet λ base en v , qui ne represente pas un element de S?(Cω), alors
que i(λ) 6 J? (ω) . Le lacet i(λ) est done homotope a un produit y{'-yk,
oϋ chaque γi se compose d'un chemin ci partant de x, puis d'un lacet
δi dans une feuille, puis du retour a x par ci parcouru en sens inverse.

Supposons d'abord k = 1. Nous pouvons alors par une homotopie
reguliere (fixant v ) modifier / dans un voisinage arbitrairement petit de
λ, de faςon qu'un lacet proche de λ s'envoie sur δx . Apres cette operation,
J?(i*ω) a strictement augmente, done d(i*ω) a strictement diminue
(d'apres le Lemme 0), contradiction.

Dans le cas general, nous allons ajouter a V le bord d'un voisinage
regulier de γk , de faςon a diminuer k . De faςon precise, retirons de V
une petite boule proche de v mais disjointe de λ et de Sing(Γω), retirons
egalement de S[ xSn~2 une petite boule, et realisons W = V#(S{ xSn~2)
en collant entre ces deux varietes un tube S"~2 x [0, 1].
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Etendons / en une immersion j : W —• M en envoyant le tube pres

de ck , et S{ x Sn~2 pres de δk nous supposons de plus que j*ω est de

Morse et qu'un cercle {Sι x point} s'envoie exactement sur δk .
Nous avons ainsi πχ(W, v) ~ π,(K, υ) * Z, oύ le generateur z du

facteur Z est contenu dans Jϊ?{j*ω) et s'envoie par j sur y^. Notons
que Γimage de πχ(W, v) dans πχ(M, x)/2?(ω) est encore egale a i/,
e t q u e Γ a p p l i c a t i o n n a t u r e l l e / ? : π x { V , υ ) / & ( i * ω ) —> π x ( W , v)/Jϊ?(j*ω)
est surjective. L'immersion j est done encore du type considere plus haut,
et d{j*ω) = rf0 .

Considerons maintenant dans W le lacet λ z~ι. II ne peut pas etre
dans Jϊf(j*ω), car sinon p n'est pas bijective et d(j*ω) < dQ d'apres le
Lemme 0. Mais j(λ - z~x) est homotope a y{-- γk_{: nous avons done
reussi a diminuer k .

II.B. Composantes faiblement completes et sous-groupes abeliens. Avant
d'enoncer le theoreme principal de cette section, notons quelques conse-
quences algebriques du Theoreme II. 1.

Soit H c π{(M/ω) un sous-groupe ne contenant pas de groupe libre
Z * Z. Si p n'est pas injectif sur H, alors tout sous-groupe de type fini de
H est cyclique. Done p(H) = {0} et H est isomorphe a un sous-groupe
de Q. Nous avons montre:

Corollaire Π.3. Tout sous-groupes de πχ{Mjώ) ou bien contient un
groupe libre non abelien, ou bien est isomorphe a un sous-groupe de R.

Corollaire Π.4. Soit H un sous-groupe abelien de πχ(M/ω). L'une
au moins des trois assertions suivantes est vraie:

- p(H) est dense dans R et p\H est injectif,
- H est cyclique\
- H est contenu dans Ker/? et isomorphe a un sous-groupe de Q.
Nous aurons egalement besoin du fait suivant:
Corollaire Π.5. Les sous-groupe abeliens maximaux de πx (M/ω) coin-

cident avec les centralisateurs des elements autres que Γelement
neutre. L'intersection de deux tels sous-groupes ne contient que Velέment
neutre.

Demonstration. II suffit de verifier que le centralisateur d'un x
different de Γelement neutre est abelien. Or, si y et z commutent avec
x, le sous-groupe engendre par {x, y, z} est un proligal de centre non
trivial, e'est-a-dire un groupe abelien. q.e.d.

Soit maintenant U une composante faiblement complete de ω.
L'inclusion de U dans M induit un homomorphisme πχU/Jϊf(ω\U) —•
πχ(M/ω), dont le compose avec p: πx{M/ω) -» R est injectif d'apres la
Proposition 1.2.
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L'image de πχU dans πχ(M/ω) est done un sous-groupe abelien, iso-
moφhe par p au sous-groupe dense P(ω\U) c R. Nous allons montrer
que ce sous-groupe est abelien maximal. En fait:

Theoreme II.6. L 'application qui a U associe I'image Pυ de πχU

dans πχ(M/ω) definit une bijection entre:

-composantes minimales faiblement completes de ω, et

-classes de conjugaison de sous-groupes abeliens maximaux d'image

(par p) dense dans R.

De plus, p etablit un isomorphisme entre Pυ et P(ω\U).

Si πχM est de type fini, alors πχ(M/ω) est un proligal, et les classes
de conjugaison ci-dessus sont en bijection avec les facteurs de rang > 2.
Le Theoreme II.6 generalise done le Theoreme I.I.

Corollaire. Le Theoreme 1.1 reste vrai pour une forme non singuliere
sur une variete dont le πχ est de type fini.

Faisons encore quelques remarques sur le cas general, avant de montrer
le Theoreme II.6. En tenant compte du Theoreme II. 1, on obtient:

Corollaire. Si ω n'a pas de composante faiblement complete, alors
nx(M/ω) est localement libre.

Rappelons qu'un groupe est localement libre si tout sous-groupe de type
fini est libre. Nous ignorons si πx(M/ω) peut etre localement libre mais
pas libre.

Si r(ω) < 1, alors πχ(M/ω) est forcement libre: dans ce cas, Γespace
des feuilles est une variete non separee de dimension 1, done son π{ est
libre (ainsi que nous Fa fait remarquer A. Marin). Ceci permet de voir
que Ker p est libre quel que soit le rang de ω (cf. corollaire du Theoreme
I.I): en effet, Ker/? est le πj de Fespace des feuilles de la forme exacte
induite par ω sur le revetement de M correspondant a [ω]: π,Af —> R.

On peut montrer d'autre part que πχ(M/ω) contient le produit libre
des P(ω\Ui). Nous ne savons pas si ce sous-groupe est necessairement un
facteur libre de πx(M/ω).

Demonstration du Theoreme Π.6. Nous pouvons supposer sans perte
de generalite que M est de dimension n > 5. Bien sur le "de plus" est
deja demontre.

(1) Montrons d'abord que l'image de π,U dans πχ(M/ω) est un sous-
groupe abelien maximal. Fixons un point base x £ U, une courbe trans-
verse orientee C c U passant par x , et soit a e π{(M, x)/£?(ω) corn-
mutant avec l'image de C.

Cette relation de commutation fournit dans M une surface compacte
orientable S de genre 1 (tore moins des disques) telle que:
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(i) S est plongee dans M (ici nous utilisons n>5)\
(ii) Chaque composante de δS est contenue dans une feuille de ω

(iii) S contient C;
(iv) L'image de π{(S,x) dans π{(M, x)/£?(ω) est le sous-groupe

engendre par a et l'image de C.
Nous pouvons supposer que ω induit sur S une forme de Morse, et que

la feuille de ω\S passant par x est reguliere. Si on suit cette feuille, en
partant de x d'un cote de C, on revient necessairement a C (theoreme
de recurrence de Poincare), et bien sur par Γautre cote. Done a peut etre
represente par un lacet contenu dans le sature de C pour ω, e'est-a-dire
dans U.

(2) Montrons maintenant que, si Pv et Pυ> sont conjugues, alors U =

C/'.
Puisque ω\U et ω\U' ont meme groupe des periodes p{Pv) - p{Pυ<),

nous pouvons trouver deux courbes transverses orientees C c U et Cf c
U' ayant la meme periode (cf. O.B.ii). Ces courbes representent dans
πχ(M/ω) deux elements conjugues, car p est injective sur Pυ et Pυ,.

II existe done une surface compacte orientable So de genre 0, dont les
bords sont d'une part Cχ et C 2 , et d'autre part (peut-etre) des courbes
contenues dans des feuilles. Considerons la forme induite sur SQ par ω
(nous pouvons la supposer de Morse). Une feuille reguliere entrant dans
So par un point de C doit ressortir par un point de C' (recurrence de
Poincare). Done U = U'.

(3) Montrons enfin que tout sous-groupe abelien maximal P avec p(P)
dense provient d'une composante faiblement complete U. Nous savons
deja que p\P est injectif (Corollaire II.4). Fixons un point base x e M,
et regardons P comme un sous-groupe de π{(M, x)/^f(ω).

Supposons d'abord que P contient un sous-groupe Po isomorphe a Z 2 .
D'apres le Lemme II.2, il existe une immersion /: (V, υ) -> (M, x), avec
z*ω de Morse et π,(K, v)j3?{Cω) isomorphe a PQ. Le Theoreme I.I
fournit dans V une composante faiblement complete Uv .

Le sature de Uv dans M est une composante minimale U, qui est
faiblement complete d'apres O.B.ii. L'image de π^U dans π,(Af/ω) est
un sous-groupe abelien maximal Pυ qui contient un conjugue de P o .
D'apres le Corollaire II.5, Pv est un conjugue de P .

II reste le cas oύ tout sous-groupe de type fini de P est cyclique. Quitte
a multiplier ω par une constante, on peut supposer que p envoie P
(isomorphiquement) sur un sous-groupe dense de Q contenant 1. Notons
que p(P) contient alors des l/q pour q arbitrairement grand (car P
contient l/q des qu'il contient p/q avec p et q premiers entre eux).
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La composante minimale U cherchee sera le sature d'une courbe trans-
verse C' que nous allons maintenant construire. Representons Γέlement
de P qui s'envoie sur 1 par un lacet C c M base en x, transverse a ω
sauf en un nombre fini k de points, et soit a e P un element s'envoyant
sur un \jq avec q > k.

Puisque a et C commutent dans πχ{M/ω), nous pouvons trouver
une surface S de genre 1 verifiant les conditions (i) a (iv) de l'etape 1.
Nous supposons encore ω\S de Morse, et nous notons que P(ω\S) est
Γensemble des multiples de \jq .

Soit L c S une feuille reguliere de ω\S, non homologue a 0 rel. δS.
Comme fc ω = 1, le nombre d'intersection algebrique de C avec L dans
S est ±q. Mais nous avons pris q > k: done C contient un arc trans-
verse a ω dont les extremites sont sur L, et nous en deduisons dans S
une courbe fermee C' transverse a ω.

Choisissons un nouveau point base x e C', et regardons maintenant
P comme un sous-groupe de πγ(M9 x')/Jϊ?(ω). Soit r e Q la periode
de C', et soit a un element de P s'envoyant sur un r/q1 (qf > 1).
Construisons une surface S' de genre 1 verifiant les conditions (i) a (iv)
par rapport a C', x et a , avec ω\S' de Morse.

En etudiant ω | 5 ; , on montre que deux points quelconques de C', dont
la distance (mesuree sur C' grace a ω) est r/q , sont sur la meme feuille
de ω . Puisque q peut etre arbitrairement grand, le sature U de C'
pour ω est une composante minimale faiblement complete d'apres O.B.ii,
et Pv = P d'apres le Corollaire II. 5.

Remarques. -Dans le cas oϋ P contient Z 2 , nous aurions egalement
pu raisonner avec des surfaces de genre 1 au lieu d'utiliser Γhypersurface
V.

-Nous verrons dans IV.B que les raisonnements ci-dessus s'etendent
aux feuilletages sans holonomie, sauf le dernier (le cas oύ tout sous-groupe
de type fini de P est cyclique) qui utilise la mesure transverse de faςon
essentielle.

Π.C. Formes faiblement completes. Generalisant une definition de [13,
p. 652], nous dirons qu'une feuille fermee L de ω est triviale si L separe
M en deux composantes, et si ω est exacte dans Γune (au moins) de ces
composantes; si ω est de rang 1, nous devons de plus considerer comme
triviale une feuille L telle que M — L est connexe et ω est exacte dans
M-L.

Theoreme Π.7. Si ω n'est pas exacte, les conditions suivantes sont

equivalentes:
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(1) L'epimorphisme p: πx(M/ω) -» P(ω) est un isomorphisme.
(2) πχ (M/ω) ne contient pas de sous-groupe libre non abelien.
(3) Toute feuille n'appartenant a aucune composante minimale faible-

ment complete est fermee et triviale.
Si ω est exacte, (1) et (3) sont equivalents.

Remarque. Si ω est de rang > 2 et verifie 1, elle possede exactement
une composante faiblement complete U, et P(ω\U) = P(ω).

Une forme verifiant la condition (1) sera dite faiblement complete. Une
forme singuliere ω sera faiblement complete si ω* Test. Ces definitions
generalisent bien sύr celles de O.B.ii et des parties II et Vl.a de [13]. Pour
une forme de Morse non exacte ω sur M compacte, le faible completude
equivaut a la nullite de d(ω) et, s'il n'y a pas de centre, a Γabsence de
singularite bloquante.

En reunissant les Theoremes II. 1 et II.7, on obtient:

Corollaire Π.8. Supposons que πχM ne contient pas Z * Z, ou que

πχM est de type fini et n 'a pas de quotient isomorphe ό Z * Z . Alors:

-Toute forme ω non exacte est faiblement complete;

-Aucune forme ω sur M ne peut avoir de feuille exceptionnelle.

Demonstration. L'hypothese sur πχM entraine que π{(M/ω) ne con-
tient pas Z * Z. D'autre part, le Theoreme II.7 implique que toute feuille
est fermee ou localement dense.

Remarque. -Ce corollaire reste-t-il vrai si π{M n'a pas de quotient
isomorphe a Z * Z (mais n'est pas suppose de type fini)?

-Imanishi [10] a construit une forme non singuliere ω possedant des
feuilles exceptionnelles. Pour cet exemple, πx[Mjώ) est libre a une in-
finite de generateurs. Peut-il exister des exemples avec πχ(M/ω) de type
fini? En s'inspirant du Theoreme 1.10, on peut egalement se demander
si, lorsque π{(M/ω) est de type fini, le pseudogroupe d'holonomie de ω
doit etre de type fini (en un sens a definir).

Demonstration du Theoreme II.7. Si ω n'est pas exacte, Γequivalence
entre (1) et (2) resulte des Corollaires II.3 et Π.4. Supposons maintenant
que ω verifie (1) et montrons (3).

Soit L une feuille non fermee (s'il en existe). Appelons C une courbe
transverse rencontrant L, et U la composante faiblement complete de
ω. L'hypothese sur p entraine Γexistence dans M d'une surface S de
genre 0, dont les bords sont C, une courbe transverse contenue dans U,
et (peut-etre) des courbes contenues dans des feuilles. En regardant le
feuilletage induit sur S, on voit que C, et done L, est contenue dans
U.
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Voyons maintenant que toute feuille fermέe L est triviale. Soit L un
releve de L dans le revetement M correspondant a ΓhomomoΓphisme
[ω]: π,Af —• R. Dire que L est triviale equivaut a dire que L separe
M. Mais, si L ne separe pas, la projection dans M d'un lacet coupant
L en exactement 1 point represente un element non trivial de Ker p, ce
qui contredit (1).

Reste a montrer (3) => (1). Nous laissons au lecteur le cas facile oϋ
ω est exacte; la demonstration dans ce cas revient essentiellement a voir
qu'une variete (non separee) de dimension 1 dans laquelle tout point separe
est simplement connexe. Le cas oύ ω est de rang 1 se ramene au precedent
par passage au revetement infini cyclique M.

Soit done ω de rang > 2 verifiant (3). Remarquons qu'il existe au
moins une composante minimale faiblement complete U: sinon, toute
feuille est fermee et separe, et ω est exacte. Prenons un point base x e U,
fixons un element a de Ker[ω] c πχ{M, JC) , et representons α par un
lacet γ: [0, 1] —• M, avec γ(0) = γ(l) = x , transverse a ω en dehors d'un
nombre fini k de points (que nous pouvons prendre hors de la frontiere
de U).

Notons que Γouvert y~l(U) a un nombre fini (<k+l) de composantes.
Si Γimage de γ est tout entiere dans U, la Proposition 1.2 donne le resultat
cherche α G o ? .

Sinon, soit tQ le plus petit t pourlequel γ(t) £ C/,etsoit LQ la feuille
(fermee et separante) passant par γ(tQ). Appelons t{ le plus petit t > tQ

pourlequel γ(t) e LQ . Nous savons que γ(t) e U pour t immediatement
superieur a t{ .

D'autre part, dans la composante de M — LQ qui ne contient pas U,
la forme est exacte et toute feuille separe. Le resultat etant vrai pour les
formes exactes, nous pouvons modifier γ dans un voisinage de [t0, t{], en
changeant sa classe d'homotopie par un element de 3*, de fagon a dimin-
uer le nombre de composantes de γ~~x{U). Finalement nous obtenons
bien a e 3*.

III. Application aux feuilletages affines

Dans cette partie, ^ est un feuilletage non singulier de codimension 1
sur une variete M oήentable sans bord. Pour simplifier, nous prendrons
& transversalement oήentable.

Nous supposons ^ transversalement affine, ce qui donne une representa-
tion d'holonomie π: nχ{M) —• AfFf(M). Soit H Γimage de π, et Hι c
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M+* l'image de Γholonomie lineaire (obtenue en composant π avec l'homo-
morphisme ax + b »-• a).

Soit p: N -+ M le revetement correspondant a Γholonomie lineaire;
le groupe du revetement s'identifie a Hι. Le feuilletage induit sur N est
defini par une 1-forme fermee ω, qu'une transformation h e Hι multiplie
par la constante h .

III.A. Varietes compactes. Supposons d'abord M compacte. Le cas
oύ H est abelien est alors bien connu (cf. [21]). Un nombre fini le feuilles
compactes decoupent M en ouverts Vi dans lesquels le feuilletage peut
etre defini par une 1-forme fermee ωz dans chaque Vt, il existe un champ
de vecteurs complet X. avec ω^Λ .̂) = 1, d'oϋ une structure tres simple.
En particulier, il n'y a pas de feuille exceptionnelle.

Lorsque H n'est pas abelien, on a:
Theoreme III.l. Soit & un feuilletage transversalement affine sur une

variete fermee orientable M dontle πχ ne contient pas de sous-groupe libre
non abelien. On suppose que le groupe d'holonomie H n'est pas abelien.
Alors:

(1)7/ existe un ouvert sature connexe non vide V, dans lequel toute
feuille est a croissance exponentielle et dense dans V. L 'espace des feuilles
VjSF est en bijection avec R/H.

(2) Lafrontiere de V se compose d'un nombre fini de feuilles compactes
Lt. Chaque Li separe M. Dans la composante de M- Li qui ne contient
pas V, le feuilletage est a holonomie abelienne (composee uniquement
d'homotheties) et les feuilles sont a croissance polynόmiale.

(3) L'epimorphisme de πχ{Mj5F) sur H induit par π est un isomor-
phisme.

Remarques. -Rappelons que πx{M/&') est le quotient de πχM parle
sous-groupe distingue engendre par les classes d'homotopie libre de lacets
contenus dans des feuilles et a holonomie triviale.

-Ce theoreme montre en particulier que & n'a pas de feuille exception-
nelle, et que, si & n'a qu'une composante de Novikov (i.e. s'il existe une
courbe transverse coupant toute feuille), toute feuille est dense. II reste
vrai si on suppose seulement que πχ{MjSF), et non πχM, ne contient
pas de sous-groupe libre non abelien; mais il peut etre faux si on suppose
seulement que πχM n'a pas de quotient libre non abelien.

-Si H (ou meme πχM) est abelien, on n'a pas forcement πχ(M/3Γ) ~
H.

Demonstration. Considerons la forme ω sur N. Puisque H n'est
pas abelien, le groupe des periodes P(ω) est dense dans R. Si d'autre
part πχM, ou seulement πχ{Mj^), ne contient pas de sous-groupe libre
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non abelien, il en est de meme de π{(N/ω): la forme ω verifie done les
conditions equivalentes du Theoreme II.7. Ceci montre deja Γassertion
(3) du Theoreme III. 1.

Soit U la composante faiblement complete de ω . Elle est laissee in-
variante par les transformations du revetement, et V = p(U) est Γouvert
cherche. En effet, Γapplication developpante de la structure affine induit
une bijection V/^ -• R/H, car U/ω s'identifie a R/P(ω). Si une
feuille de V etait a croissance sous-exponentielle, il existerait pour !F\V
une mesure transverse invariante [18], ce qui est impossible.

Reste a montrer Γassertion (2). Soit L c N une feuille de la frontiere
de U. On sait que L est fermee, separe N, et que ω est exacte dans
la composante de TV - L qui ne contient pas U. Considerons un inter-
valle ouvert transverse coupant L. II ne peut ni recouper L ni couper un
transforme de L par Hι. Done p(L) est une feuille compacte.

S'il existait dans M un lacet coupant p(L) en un point, il en existerait
un d'holonomie lineaire triviale, car tout element de Hι se represente par
un lacet dans V'; ceci empecherait L de separer N. Done p(L) separe
M.

Soit W la composante de M - p(L) qui ne contient pas V. Un lacet
dans W ne peut pas avoir comme holonomie une translation non triviale.
L'holonomie de SF\W se compose done d'homotheties de meme centre,
et les feuilles sont a croissance polynόmiale d'apres [2].

Enfin, les feuilles de la frontiere de V sont en nombre fini: comme
elles separent M , un intervalle ouvert transverse ne peut en rencontrer
que deux.

III B Varietes non compactes. Le Theoreme III. 1 se generalise imme-
diatement au cas oϋ M n'est pas compacte. Les seules differences sont
que les conclusions sur la croissance des feuilles n'ont plus de sens, et que
la frontiere de V peut maintenant se composer de ce que nous appellerons
une famille discrete de feuilles fermees: une union de feuilles rencontrant
tout intervalle compact transverse en un ensemble fini.

Mais ce theoreme de structure n'exclut pas la presence de feuilles excep-
tionnelles dans M — V: sur une variete non compacte, un feuilletage affine
a holonomie abelienne peut avoir des feuilles exceptionnelles. Cependant,
nous allons montrer:

Theoreme III.2. Soit SF un feuilletage transversalement affine sur une
variete M. Si πχM ne contient pas de sous-groupe libre non abelien, alors
& n'a pas de feuille exceptionnelle.

La demonstration repose sur le Corollaire II. 8 et sur la remarque sui-
vante.
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Lemme III.3. Soit SF un feuilletage transversalement affine sur une
variete M. Soit X un ouvert sature connexe horde par une famille discrete
defeuillesfermees, etsoit πx{X/^) le π{ deΓespacedesfeuillesde SF\X.
L'application naturelle π{(X/S^) —> π,(Λf/y) est injective.

Demonstration. Soit θ un lacet dans X representant Γidentite dans
πχ{MI^). En supposant M de dimension > 5, nous construisons une
surface compacte S de genre 0, transverse a la frontiere de X, dont le
bord se compose de θ et de lacets contenus dans des feuilles et d'holono-
mie triviale. L'intersection de S avec la frontiere de X se compose d'un
nombre fini de courbes, qui sont toutes d'holonomie triviale. Ceci montre
que θ represente Γidentite dans πλ(M/&').

Demonstration du Theoreme III.2. Nous le montrons sous Γhypothese
(plus faible) que πι(M/&') ne contient pas de sous-groupe libre non
abelien.

Ramenons-nous d'abord au cas oϋ H est abelien. Si H n'est pas abelien
et si & possede une feuille exceptionnelle L, il existe une feuille Lt de
la frontiere de V telle que L appartienne a la composante W de M- Lt

qui ne contient pas V. Dans W, Γholonomie est abelienne, et le πx

de Γespace des feuilles ne contient pas de sous-groupe libre non abelien
d'apres le Lemme III.3.

Supppsons done H abelien. Si H est un groupe de translations, le
feuilletage est defini par une 1-forme fermee, et on applique le Corollaire
Π.8. Sinon, H est un groupe d'homotheties, disons de centre 0. L'union
des feuilles qui s'envoient sur 0 par Γapplication developpante constitue
une famille discrete de feuilles fermees. Dans chaque composante du
complementaire, le feuilletage peut etre defini par une 1-forme fermee (en
changeant sa structure transverse). On conclut en appliquant le Lemme
III.3 et le Corollaire Π.8.

IV. Generalisation aux feuilletages sans holonomie

ΓV.A. Quelques consequences de Sacksteder. Dans cette section, nous
considerons une variete fermee orientable Mn (n > 3), et un feuilletage
& de codimension 1, transversalement oriente, a singularites de Morse.
Nous supposons que &, ou plus precisement le feuilletage non singulier
induit sur M - S i n g ^ , est de classe C2 et sans holonomie. La plupart
des considerations de O.B.i et O.B.iii s'etendent a un tel feuilletage.

Rappelons le theoreme de Sacksteder.
Theoreme IV.l [19]. Soit & comme ci-dessus. Si SF n'apas desingu-

laritef alors SF ne contient pas de minimal exceptionnel et est topologique-
ment conjugue a {un feuilletage defini par) une I-forme fermee.
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Le resultat peut etre faux pour un feuilletage singulier, mais nous ver-
rons (Theoreme IV.7) qu'il est essentiellement vrai si πχM n'a pas de
quotient libre non abelien.

Commenςons par quelques definitions. Un compact invariant K c M
(i.e., Γadherence d'une union de feuilles) est un quasiminimal e xeptionnel
s'il existe une courbe transverse C ne rencontrant aucune feτ xlle presque
compacte (au sens de O.B.iii), telle que les conditions suivantes soient
verifiees: K rencontre C, et est minimal parmi les compacts invariants
rencontrant C Γintersection KnC est un ensemble de Cantor.

On notera que K peut contenir des singularites et des feuilles presque
compactes, et qu'il n'existe pas de quasiminimal exceptionnel si & est
defini par une forme fermee.

Considerons maintenant un lacet contenu dans une union finie de
feuilles, sauf en un nombre fini de points qui sont des singularites coniques
de meme indice 1 ou n - 1 (voir Figure 9). L'holonomie d'un tel lacet est
definie d'un cote, et n'est pas forcement triviale. Si cette demi-holonomie
est triviale quel que soit le lacet, nous dirons que & est fortement sans
holonomie. C'est en particulier le cas si & est defini par une 1-forme
fermee.

FIGURE 9

L'union des feuilles qui ne sont ni compactes ni presque compactes est
un ouvert W forme d'un nombre fini de composantes. Soit U Γune
d'elles. Nous affirmons que, si & est fortement sans holonomie, il existe
une courbe transverse C c U rencontrant toute feuille de ^{U une
infinite de fois.

En effet, toute feuille de &\U est coupee par une transversale fermee.
On construit une famille finie de transversales dont l'union rencontre toute
feuille, et, grace a la connexite de U, on arrive a une seule courbe C
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coupant toute feuille. Puisque & est fortement sans holonomie, les
feuilles de ^\U ne sont pas fermees dans U. On en deduit qu'elles
rencontrent C une infinite de fois.

Ceci etant note, les arguments de [19] donnent:
Theoreme IV.2. (1) Tout quasiminimal exceptionnel K contient une

singularite conique bloquante s (au sens de O.B.iii), et s'accumule simul-
tanέment sur les deux bouts singuliers de s ( voir Figure 10).

(2) Lefeuilletage SF est topologiquement conjugue a une l-formefermee
si et seulement si il est fortement sans holonomie et ne contient pas de
quasiminimal exceptionnel.

K rencontre tout

intervalle transverse ]s,s'[

FIGURE 10

Demonstration. L'assertion (1) est une consequence directe des §§3 et
12 de [19]. Pour l'assertion (2), soit &" fortement sans holonomie, et sans
quasiminimal exceptionnel.

Soient U et C comme ci-dessus. Chaque feuille de &\U doit ren-
contrer C en un ensemble dense. Par le Theoreme 4 de [19], il existe
une mesure transverse invariante non triviale pour &\U, qui est la re-
striction a U d'une mesure invariante de SF car & est fortement sans
holonomie. Finalement, & possede une mesure transverse invariante
donnant une mesure strictement positive a tout intervalle ouvert trans-
verse, d'oύ le resultat. q.e.d.

Montrons maintenant:
Theoreme IV.3. On pent, en modifiant & au voisinage de ses singu-

larites coniques, Γapprocher par des feuilletages topologiquement conjugues
a des formes fermees (done sans feuille exceptionnelle).
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Demonstration. Nous allons modifier & en coupant des feuilles au
voisinage de ses singularites coniques (cf. Figure 2). Une premiere modi-
fication permet d'approcher & par un feuilletage (encore note 3F) forte-
ment sans holonomie. Remarquons que les coupures a venir respecteront
cette propriete.

Si & ne possede pas de quasiminimal exceptionnel, le Theoreme IV. 2
conclut. Sinon, soit cfJF) Γensemble des singularites coniques dont les
deux bouts singuliers appartiennent a une feuille presque compacte. Nous
allons montrer comment approcher & par &1 avec c{^) strictement
inclus dans c{^'). Cela terminera la demonstration.

Soit K un quasiminimal exceptionnel, et S Γensemble des singularites
bloquantes s sur lesquelles K s'accumule comme dans le Theoreme IV.2.
Puisque ^ est fortement sans holonomie, S n'est pas contenu dans

Etant donne s e S, soit ]α, b[c]s, s'[ une composante du comple-
mentaire de K (voir Figure 11). Coupons des feuilles au voisinage de
s, de faςon que la feuille qui passait par a devienne singuliere. Nous
effectuons cette operation pour chaque s e S, obtenant &1 arbitrairement
proche de !?.

FIGURE 11

Bien sur, c ( ^ ) - S est contenu dans c(^') - S. II nous suffit done de
montrer S c c^1). Raisonnons par Γabsurde. Soit L une feuille non
presque compacte de Sr' contenant un bout singulier d'une s £ S. Soit
U la composante de W qui contient L, et C c U coupant toute feuille
de ^'\U une infinite de fois (cf. ci-dessus).

L'ensemble de Cantor K Π C est Γintersection avec C d'un compact
K' C U invariant pour ^'. Ce K' n'est peut-etre pas minimal, mais il
contient un quasiminimal exceptionnel K" de &1. Or, &1 a ete construit
pour que K" contredise Γassertion (1) du Theoreme IV.2.
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Corollaire IV.4. Supposons que SF est de la forme i~{(&), ou i est
une immersion de Mn dans une variete de dimension n + 1, et & est
un feuilletage non singulier, de classe C2, sans holonomie. Alors SF est
topologiquement conjugue a une 1 -forme fermee.

Demonstration. Les singularites de & sont les points oil / n'est pas
transverse a &. Une modification de / au voisinage d'une singularite
conique s, deplaςant transversalement a *§ le point de contact, revient
a couper ou recoller des feuilles au voisinage de s. Le feuilletage &
s'obtient done a partir d'un feuilletage sans holonomie ^ n en coupant
des feuilles pres de chaque singularite conique.

D'apres le Theoreme IV.3, il existe pres de &11 un feuilletage 9"1 con-
jugue a une forme fermee. Si &1 est assez proche de SF", le feuilletage
& sera obtenu a partir de &1 par coupures de feuilles, et sera done con-
jugue a une forme fermee.

IV.B. Relations avec le πχ. Le Corollaire IV.4 va nous permettre
d'etudier les feuilletages sans holonomie des varietes ouvertes. Bien en-
tendu, les resultats obtenus peuvent a leur tour etre appliques aux feuil-
letages singuliers consideres ci-dessus. C'est ainsi que le Theoreme IV. 7
impliquera le Theoreme 11 enonce en debut d'article.

Dans cette section, M sera done une variete orientable quelconque,
et ^ un feuilletage non singulier de codimension 1, transversalement
orientable, de classe C2, sans holonomie.

Notons d'abord le fait suivant, conjecture par Lamoureux [12]:
Theoreme IV.5. Un feuilletage SF comme ci-dessus n 'admet pas de

transversale fermee C homologue a 0.
Demonstration. Raisonnons par Γabsurde. Nous pouvons supposer

sans perte de generalite que M est de dimension n > 5. II existe alors
une variete fermee Vn~x, une courbe C ' c F homologue a 0 dans V , et
une immersion /: V —• M induisant un diffeomorphisme de C' sur C.
En supposant Γι {3Γ) de Morse, le Corollaire IV.4 donne la contradiction
cherchee, puisqu'une forme fermee n'a pas de transversale homologue a 0.
q.e.d.

Voici une autre consequence du Corollaire IV.4. En raisonnant exacte-
ment comme dans II.A, on obtient:

Theoreme IV.6. Tout sous-groupe de type fini H c π^M/^) est un
produit litre de groupes abeliens litres. Si aucune feuille de SF n 'est lo-
calement dense, alors H est litre.

Montrons maintenant le resultat principal de cette section:
Theoreme IV.7. Si nx(M/&') ne contient pas de sous-groupe litre non

atelien, et n'est pas isomorphe a un sous-groupe dense de Q, alors SF n'a
pas de feuille exceptionnelle.
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Remarques. -Ce theoreme s'applique en particulier si πx M est de type
fini et n'a pas de quotient libre non abelien.

-Comme nous Γavons remarque au debut de Γarticle, les deux condi-
tions sur πx(M/9~) sont necessaires.

Demonstration. Nous distinguons deux cas.
1 er cas. nx{Mj^) est trivial ou infini cyclique. Dans ce cas, nous

allons voir que toute feuille est propre (comparer [11]).
Notons d'abord que dans un feuilletage sans holonomie (ou plus

generalement a holonomie analytique), une transversale fermee C ne peut
pas etre triviale dans πι(M/9'): c'est le raisonnement de Haefliger [6, pp.
390-392], applique sur une surface de genre 0 bordee par C et des lacets
d'holonomie triviale (contenus dans des feuilles de 9').

Si n{{Mj^) est trivial, toute feuille est done fermee. Si π^M/^) ~
Z, considerons le revetement infini cyclique p correspondant. Soit L
une feuille de ^ , et C une transversale fermee. Une composante de
p~l(L) et une composante de p~l(C) se coupent au plus une fois. Ceci
montre que L coupe C au plus n fois, ou n > 0 est la valeur de C
dans πχ(M/9~) ~ Z. La feuille L est done propre.

2 e cas. D'apres le Theoreme IV.6, c'est celui ou πχ (M/9~) est abelien

et contient Z 2 . Nous affirmons alors que toute feuille est fermee ou locale-

ment dense.
Nous allons genέraliser des raisonnements de Π.B et II.C, grace a la

remarque suivante. Soit S c M une surface compacte de genre 0, avec
&~\S de Morse et δS compose de courbes transverses a 9* et de courbes
contenues dans des feuilles; alors toute feuille de 9~\S partant de δS doit
retourner a δS ou aboutir a une selle.

Puisque πχ{M/3Γ) contient Z 2 , il existe une immersion /: Vn~ι ->
Mn avec V fermee, ^ = i~\&) de Morse, et π^V/JT) ~ Z 2 . Le feuil-
letage 3Γ est topologiquement conjugue a une forme fermee possedant une
composante minimale faiblement complete.

Prenons dans (Γimage de) cette composante une courbe C transverse
a %?. Nous Γidentifions a un cercle (par un homeomorphisme), de faςon
que le pseudogroupe d'holonomie de %* sur C contienne une rotation
sans point periodique.

Soit U le sature de C pour 9". On montre comme dans II.B que πχ U
engendre πχ(M/Sr). Puisque 9" est sans holonomie, on voit facilement
que le pseudogroupe d'holonomie de 9 sur C preserve la mesure de
Lebesgue, et done (Lemme III.5 de [13]) qu'il est engendre par un groupe
de rotations.
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En d'autres termes, U se comporte comme une composante minimale
faiblement complete. En particulier, tout element non trivial de π{ (M/^)
est representable par une transversale fermee contenue dans U. On mon-
tre alors comme dans II.C que toute feuille non fermee est dans U.

V. Application aux varietes non separees de dimension 1

Si ω est une forme non singuliere sur une variete M, nous avons
remarque dans O.A que πx(M/ω) agit librement sur une 1-variete simple-
ment connexe V^>. Reciproquement, nous allons associer a des actions
de certains groupes G sur des 1-varietes un feuilletage sans holonomie &
tel que G ~ πχ[Mj^). Ceci nous permettra d'appliquer les resultats de
la partie IV et de montrer:

Theoreme V.I. Soit V une variete connexe et simplement connexe de
dimension 1. Soit G un groupe de type fini agissant sur V par C2-
diffέomorphismes, librement et en preservant I Orientation. Alors G est un
produit libre de groupes abeliens libres. Si aucune orbite n fest localement
dense dans V, alors G est libre.

Remarque. Si G n'est pas de type fini, on peut appliquer ce theoreme
a tous ses sous-groupes de type fini. On montre d'autre part que G ou
bien contient Z * Z ou bien est isomorphe a un sous-groupe de R.

Demonstration. Fixons sur V une orientation et une metrique rie-
mannienne. Soit / : V —• R un developpement, c'est-a-dire une immer-
sion isometrique preservant Γorientation; une telle / est bien determinee
modulo composition avec une translation de R.

Soit Ui une famille denombrable d'intervalles ouverts recouvrant V,
soit U Γunion disjointe des Ui, et soit π: U —• V Γapplication naturelle.
Considerons la variete (non connexe) U x Rn (n > 3), munie de la forme
exacte d(fo π op), oύ p est la projection de ί/xR" sur U.

Soit {i,j) un couple tel que Ui et £/. se rencontrent dans V. Leur
intersection est alors un intervalle (car V est simplement connexe), qui se
releve en deux intervalles ouverts Itj c Ui et Jtj c U •. Fixons dans RΛ

une petite boule fermee Btj, et όtons de ί / x l " les ouverts / / ; x int Btj

et Jtj x in tB i j , ainsi que les compacts (peut-etre vides) δl^ x B.. et
δJ^ x B{.. La variete obtenue a deux bords Itj x δB^ et Jtj x δBiJ, que
nous recollons par Γidentification naturelle.

Effectuons cette chirurgie pour chaque couple (/, j), en choisissant des
Bt eloignees les unes des autres dans RΛ . Nous obtenons une variete TV
munie d'une forme exacte θ.
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Soit x e l " n'appartenant a aucune Bij. Alors U x {x} definit un
plongement de U dans N transverse a θ. La construction a ete faite
pour que U rencontre toute feuille de θ, et que deux points de U appar-
tiennent a la meme feuille si et seulement si ils ont la meme image dans
V. En particulier, θ est faiblement complete: puisque dans V tout point
separe, toute feuille de θ separe N.

Oublions maintenant la metrique sur V, et faisons intervenir Faction de
G. Pour chaque g e G, choisissons une famille denombrable d'applica-
tions γ(g, k): I(g, k) -+ J(g, k) entre intervalles ouverts de U de faςon
que, etant donne a et b dans U, il existe un k avec b = γ(g, k)(a) si
et seulement si π(b) = g π(a).

Pour chaque (g, k), la donnee de γ(g, k) nous permet d'effectuer une
chirurgie sur N comme ci-dessus. Puisque G preserve Γorientation sur
V, les γ(g, k) preservent sur U Γorientation induite par π la variete M
obtenue apres ces chirurgies est done munie d'un feuilletage transversale-
ment oriente &. L'action de G etant libre et C 2 , SF est sans holonomie
e t C 2 .

II y a encore un plongement de U dans M transverse a & et rencon-
trant toute feuille, mais maintenant deux points de U sont sur la meme
feuille si et seulement si leurs images par π sont dans la meme orbite de
G.

Nous affirmons que πι(M/&') ^ G. Remarquons d'abord que πχM
peut etre vu comme le produit libre de π{N avec le groupe libre engendre
par les lettres γ(g, k). On definit alors un epimorphisme λ de πχM dans
G en envoy ant π{N sur 1 et γ(g, k) sur g. Compte tenu du fait que θ
est faiblement complete, on voit facilement que le noyau de λ est contenu
dans 2?{^'). D'autre part un element de «2?(^") s'envoie dans G sur un
element dont Faction a un point fixe, e'est-a-dire sur 1 puisque Faction est
libre.

Le groupe G est done un proligal d'apres le Theoreme IV.6. Si aucune
orbite n'est localement dense, aucune feuille de & n'est localement dense,
et G est libre.
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