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SUR LA COURBURE TOTALE DES FEUILLETAGES DES 
SURFACES A BORD 

RI~MI LANGEVIN ET GILBERT LEVITT 

I .  In t roduct ion 

S o i t  M une s u r f a c e  mun ie  d ' u n e  m e t r i q u e  r i e m a n n i e n n e ,  e t  

F un f e u i l l e t a g e  de M a s i n g u l a r i t e s  i s o l E e s .  La courbure to tas  

k(F) ~ ~,+=~ de F e s t  d ~ f i n i e  comme l ' i n t ~ g r a l e  s u r  M - S i n g  F 

de k ( x ) ,  ou k(x) > 0 e s t  l a  c o u r b u r e  g e o d ~ s i q u e  en x de l a  

f e u i l l e  p a s s a n t  p a r  x .  

Nous avons  vu dans ILL ]  q u e ,  s i  M e s t  une s u r f a c e  c o m p a c t e  

sans b o r d  de c o u r b u r e  c o n s t a n t e  non n u l l e ,  l e s  f e u i l l e t a g e s  t r a c e s  

dessus  o n t  une c o u r b u r e  t o t a l e  i m p o r t a n t e .  Nous v o u l o n s  m o n t r e r  

i c i  q u e ,  s i  M a un b o r d ,  l a  c o u r b u r e  de ~M i m p o s e  de l a  a o u r b u r e  

aux  f e u i Z l e t a g e s  de M. 

Les s u r f a c e s  M que nous c o n s i d e r o n s  s e r o n t  un d i s q u e  de 

r a y o n  R dans l e  p l a n  e u c l i d i e n  R 2 ou l e  p l a n  h y p e r b o l i q u e  H 2 

(de c o u r b u r e  c o n s t a n t e  - I ) ,  ou b i e n  un anneau  bo rd~  p a r  deux  
R 2 H 2 c e r c l e s  c o n c e n t r i q u e s  de r a y o n s  R e e t  R i dans ou . 

Nous r e v i e n d r o n s  e g a l e m e n t  s u r  l e  cas de l a  s p h e r e  u n i t ~  s 2 c R 3, 

d ~ j ~  ~ t u d i ~  dans I L L ] .  

Dans l e  cas o~ M a un b o r d ,  nous s u p p o s e r o n s  t o u j o u r s  

que F e s t  t a n g e n t  au b o r d ,  en ce sens que ~M se compose de 

s i n g u l a r i t ~ s  e t  de f e u i l l e s  de F. 

N o t r e  p r e m i e r  r ~ s u l t a t  c o n c e r n e  l a  somme des c o u r b u r e s  

t o t a l e s  de F e t  de son o r t h o g o n a l  F • 

Theor~me A. 

l )  S i  D c R 2 e s t  un d i s q u e  de r a y o n  R e t  sZ F e s t  t a n g e n t  

Recebido em 21/02/85.  
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2 0  a l o r s  k (F )  + k (F  ~) > 2~R. S i  D e s t  un d i s q u e  dans  H 2 

a ~ o r s  k (F )  + k (F  • > 2~sh R.  

2) S i  A c R 2 e s t  un a n n e a u  de r a y o n s  R e t  R. e t  s ~  F 
e $ 

e s t  t a n g e n t  ~ ~A, a l o r s  k ( F )  + k ( F  • ~ 2 ~ ( R e - R i )  , S i  A e s t  un 

a n n e a u  dans  H ~ a l o r s  k (F )  + k (F  ~) > 2~(sh  R e - s h R i )  t - . 

3) S i  F e s t  un f e u i l l e t a g e  de ~a s p h e r e  u n i t e  S 2 a l o r s  

k (F )  + k (F  ~) > 8~/3,  

Remarques: Rappelons que, si F es t  un f e u i l l e t a g e  o r i e n t a b l e  de 

s ~, a l o r s  k(F)  + k(F • _> 4~ ( I L L ] ) .  

-Dans  les cas 1 et 2 les  bornes i n f e r i e u r e s  sont a t t e i n t e s ,  

par exemple par un f e u i l l e t a g e  par c e r c l e s  c o n c e n t r i q u e s ;  par  

con t re  nous igno rons  si la  borne 8~/3 est  la  m e i l l e u r e  p o s s i b l e .  

Pour un d isque O, consid@rons le  q u o t i e n t  de la borne  

i n f e r i e u r e  2~R ou 2~sh R par l ' a i r e  de D (ega ]e  ~ ~R 2 ou 

2~ ch R - 2~).  Lorsque R tend vers l ' i n f i n i ,  ce q u o t i e n t  

tend vers 0 dans le  cas e u c l i d i e n  et  vers 1 dans le  cas 

h y p e r b o l i q u e ,  t o u t  comme la courbure  geodes ique d 'un c e r c l e  de 

rayon R. 

Cons iderons  ma in tenan t  le  cas d'un seu] f e u i l l e t a g e .  No t re  
p r i n c i p a l  r e s u l t a t  est  le  s u i v a n t :  

Th@oreme B: S o Z t  D ~ R ~ un d i s q u e  e u c Z i d 4 e n  de r a y o n  R. S i  F 

e ~ t  o r i e n t a b Z e  e t  t a m g e n t  ~ 2D, a l o r s  k ( F )  ~ ( 2~  - 4 ) R .  

Remarques: - La v a l e u r  m in ima le  es t  la  courbure  t o t a ] e  du 

f e u i l l e t a g e  r e p r e s e n t ~  sur la  f i g u r e  l a .  Nous rep r~sen tons  sur  

les f i g u r e s  Ib et  Ic deux au t res  f e u i l l e t a g e s  o r i e n t a b l e s  t a n g e n t s  

~D, avec l ' i n d i c a t i o n  de l e u r  courbure  t o t a l e  (pour R = I ) ;  

ces courbures  sont  c a l c u l ~ e s  grace au " theoreme de la  d i v e r g e n c e "  
FBLR]. 
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i ) 
a 

k ( F )  = 2~r - 4 ~ 2 , 2 8  

b C 

k(F) = 2~ ~ 6,28 k(g) : 2~+8-8~2~ 2,97 

f i g u r e  1 

Pour un f e u i l l e t a g e  t a n g e n t  a ~D mais non o r i e n t a b l e ,  

i l  nous semble p robab le  que la  v a l e u r  m in ima le  de k(F) s o i t  la  

courbure  t o t a l e  du f e u i l l e t a g e  r e p r ~ s e n t e  sur la  f i g u r e  2. 
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k(F) = 2 ~ + 6 - 6 ~  ~ 1,89 

f i g u r e  2 

- Pour un anneau A c R 2 la  d e m o n s t r a t i o n  du thEorEme B 

f o u r n i t  f a c i l e m e n t  l ' i n ~ g a l i t ~  k(F) ~ (2~-4)R e - 2~R i (qui  h~las 

es t  v ide  des que Ri /R e es t  t r o p  g rand ) .  Nous ne conna issons  pas 

la  v a l e u r  m in ima le  de k(F) pour un anneau. 

Dans un d isque h y p e r b o l i q u e  D c H 2, i l  e x i s t e  des 

f e u i l l e t a g e s  o r i e n t a b l e s  tangen ts  au bord poss~dant moins de 

courbure  que c e l u i  de la f i g u r e  l a .  I I  s e r a i t  i n t e r e s s a n t  

de c o n n a i t r e  en f o n c t i o n  de R la  borne i n f ~ r i e u r e  de k ( F ) ,  ou 

au moins un E q u i v a l e n t  quand R § +~ (~e R ? (~ /2 )e  R ?). 

Pour un d isque bord~ par une courbe ferm~e s imp le  

que lconque dans le  p lan e u c l i d i e n ,  on peut c a l c u l e r  la  borne 

i n f ~ r i e u r e  de la  courbure  t o t a l e  d 'un f e u i l l e t a g e  t angen t  au bord 

e t  ne possedant  aucune s i n g u l a r i t E  d ' i n d i c e  n ~ g a t i f  ( Langev in  

Possan i ,  en p r e p a r a t i o n ) .  

I I .  D~monstrat ion du th~or~me A 

Le th~orEme A, comme d ' a i l l e u r s  le  th~orEme B, repose sur  

le  theoreme d'echange ( I L l ,  I LL ] )  que nous rappe lons  m a i n t e n a n t .  



FEUILLETAGES DES SURFACES A BORD 

D~signons par g l ' u n e  des t r o i s  su r f aces  s u i v a n t e s :  le  

p lan e u c l i d i e n ,  le  p lan h y p e r b o l i q u e ,  ou la  sphere u n i t E .  S o i t  G 

l ' ~ p a c e  des 9eodes iques  de H (que nous appe lons d r o i t e s  dans 

R 2 ou H 2, grands c e r c l e s  dans $2) .  L 'espace  G est  muni d 'une 

d e n s i t ~  canon ique ,  et  donc d 'une  mesure canon ique  m, qui  

poss~de la  p r o p r i 6 t ~  s u i v a n t e  C a ] :  la  m-mesure de l ' e n s e m b l e  

des g~od~s iques coupant  un c e r c l e  ( r esp .  un segment de geod~s ique)  

es t  ega le  au p 6 r i m g t r e  du c e r c l e  ( r esp .  deux f o i s  la l o n g u e u r  du 

segment) .  

S o i t  L une g~od~sique de H, e t  F un f e u i l l e t a g e  de H 

(ou d 'une  p a r t i e  de H t e l l e  qu 'un  d isque  ou un anneau)o On 

d e f i n i t  ~ ( F , 5 )  ~ ~ U {~} comme le  nombre de p o i n t s  de 5 qui  

son t  des p o i n t s  de tangence de L avec F ou des s i n g u l a r i t g s  

de F. 

Le th6oreme d '~change s ' e x p r i m e  par la  f o rmu le  

k ( F )  : I ~ ( F , L ) d m ( L ) .  
J G 

Nous pouvons ma in tenan t  mon t re r  f a c i l e m e n t  les  a s s e r t i o n s  1 e t  2 

du theoreme A. La remarque fondamenta le  es t  la  s u i v a n t e :  si  L e s t  

une d r o i t e  coupant  ~D, ou b ien coupant  le  bord e x t e r i e u r  de A 

mais pas le  bord i n t e r i e u r ,  a l o r s  u ( F , L )  + U F •  > 1 

( v o i r  f i g u r e  3) .  

L 

u ( F ' , L )  = l u ( F , L )  = 1 

f i g u r e  3 
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On en d~duit que k(F) + k(F ~) est au moins egal au 

perimetre de D, ou a la d i f ference des perimetres des composantes 

de BA, C.Q.F.D. 

Consid~rons maintenant l 'assert ion 3. Soit P le groupe des 

isom~tries de S 2, et dg sa mesure de Haar de masse I .  Soit  L un 

grand cercle,  et Fun  feui l letage. On d~duit du th~or~me d'~change 

la formule suivante: 

k(F) = 2 ~ ( F , g L ) d g  = 2~ ~(gF,L)dg. 
Soit C o = (b~,L2,L3) un ensemble de trois grands cercles 

dcux a deux orthogonaux. Notons u(F,Co) = p(F,LI)+u(F,L2)+~(F,L~). 
On a a lors:  

k(F) + k(F ~) = ( 2 ~ / 3 ) ~  [u(gF,Co )+u(gF~'Co )]dg" 

I I  nous s u f f i t  donc de v e r i f i e r  que, pour t o u t  f e u i l l e t a g e  

H de s 2, on a p(H,Co) + v(H,Co) ~ 4. Nous nous l i m i t e r o n s  au 

cas genera l  ou les  sommets de c~ ne sont  pas des p o i n t s  de 

c o n t a c t  de c O avec H (ou des s i n g u l a r i t ~ s  de H). 

Nous a f f i r m o n s  que le  bord de chacun des 8 t r i a n g l e s  

ang les  d r o i t s  decoupes par Co c o n t i e n t  au moins un p o i n t  x ou 

Co est  t a n g e n t  ~ H ou a FF L. Consid~rons en e f f e t  le  morceau 

de f e u i l l e  de H passant  par un sommet du t r i a n g l e ;  i l  es t  s o i t  

e x t ~ r i e u r  au t r i a n g l e ,  s o i t  en p a r t i e  i n t ~ r i e u r  ( v o i r  f i g u r e  4 ) ,  

e t  i l  e x i s t e  au moins un c6t~ AB pour l e q u e l  H a l e  meme compor-  

tement ( e x t e r i e u r  ou i n t ~ r i e u r )  aux deux e x t r ~ m i t ~ s .  I I  es t  c l a i r  

que ce cote  d o i t  e t r e  t angen t  ~ H ou ~ H ~ ( v o i r  f i g u r e  4)- 
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ext~ri eur 

? 
\ 

intgrieur figure. 4 

i nt~ri eur 

/ / H  

Puisqu' i l  y a 8 t r iang les et qu'un point de contact 

n 'appart ient  qu'~ deux t r iang les ,  on a bien u(H,Co) + (H• ~ 4. 

Remarque: Si H est or ientab le ,  on v e r i f i e  facilement que 

~(H,C o) + ~(H• ) ~ 6, d'o~ on d~duit k(F) + k(F • > 47. On 

obtient ainsi une demonstration du premier th~or~me de [L~ qui 

n ' u t i l i s e  pas le th~om~me de la divergence, 

I l l .  D~monstration du th~or~me B 

Nous pouvons supposer sans perte de gen~ralit~ que R = I .  

Nous choisissons une or ientat ion de F, ce qui indu i t  une 

or ientat ion sur ~D-Sing F. Parmi les s ingular i t~s de F situ~es 

sur ~D, appelons K l'ensemble de cel les o~ l ' o r i e n t a t i o n  de ~D 

change. Cet ensemble est f i n i  et se compose d'un nombre pair  de 

p o i n t s ,  K = {k . . . k  } .  
2 n  

S o i t  G i ( resp .  Gp) l ' e n s e m b l e  des d r o i t e s  qui r e n c o n t r e n t  

D, ne r e n c o n t r e n t  pas K, e t  s~paren t  K en deux sous-ensembles 

fo rm,s  d 'un nombre i m p a i r  ( resp .  p a i r )  de p o i n t s .  La somme 

m(Gi) + m(Gp) vaut 27 ( le p~rim~tre de D). 
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On remarque que, si L E Gp, alors ~(F,L) ~ 1 (vo i r  

f igure  5). On a donc d'aprEs le th~or~me d'Echange k(F) ~m(qp) = 

2~ - m ( G i ) .  

f igure 5 

I I  nous s u f f i t  ainsi  de v ~ r i f i e r  que m(G i , que nous 

noterons d~sormais ; ( K ) ,  est i n f ~ r i e u r  ou Egal ~ 4. En d 'autres 

termes, nous pouvons oub l ie r  F et nous concentrer sur l '~nonc~ 

s u i v a n t :  

Proposition: S o i t  K un e n s e m b l e  de 2n p o i n t s  du c e r c l e  u n i t e  C. 

On a toujours I (K)  < 4 (o~ I (K)  est la mesure de l 'ensemble 

des droites separant Ken  deux sous-ensembles impairs).  

Remarque: On a I (K) = 4 si (et en f a i t  seulement si)  K se compose 

de deux p o i n t s  d i a m ~ t r a l e m e n t  opposes.  Si K : 4 ,  On a I ( K )  = O. 

Si d ' a u t r e  p a r t  K est  l ' e n s e m b l e  des sommets d 'un 2n-gone 

r E g u l i e r ,  a l o r s  I ( K )  tend vers ~ quand n tend vers l ' i n f i n i ,  

D~monstrat~on de la proposft$on 

CommenGons par donner les grandes l ignes. I I  est f a c i l e  . 

de v e r i f i e r  q u ' i l  s u f f i t  de montrer I (K) < 4 lorsque K est un 

point c r i t i que  (ou mime un maximum loca l )  de I ,  considErEe comme 

fonct ion C ~ dEf in ie sur un voisinage du point K dans le tore  
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(C) TM . Nous prouverons d ' a b o r d  que l ' o n  peut e c r i r e  

I (K) : _ IC_KfK(X)dx, ou fK(x)  s ' i n t e r p r ~ t e  comme la  p r o b a b i l i t ~  

pour qu 'une d r o i t e  qui coupe C pres de x a p p a r t i e n n e  ~ G i ( e t  

non a Gp). 

Si K es t  un p o i n t  c r i t i q u e  de I ,  nous ver rons  que fK se p r o l o n g e  
i en une f o n c t i o n  c o n t i n u e  sur C t o u t  e n t i e r ,  ~gale ~ T aux 

p o i n t s  de K. Nous t e r m i n e r o n s  en v e r i f i a n t  que, sur chaque 

i n t e r v a l l e  J .  de C-K, la  f o n c t i o n  n ' e s t  pas t r op  concave,  en # 

ce sens que , I j j fK (X )dx  es t  i n f e r i e u r  ou egal a (2 /~ )  f o i s  la  

l ongueu r  de J . .  
J 

Pour x E c et  a E ] ~ ; [  ~, + , notons Dx,a la  d r o i t e  

passant  par x et  f a i s a n t  un ang le  a avec le  rayon x0 ( v o i r  

f i g u r e  6 ) .  On s a i t  ~ a ]  que la  mesure m est donn~e par 

m = dr de~ ou ( r , e )  sont  les  coordonn~es p o l a i r e s  de ]a 

p r o j e c t i o n  o r t h o g o n a l e  de 0 sur la  d r o i t e .  

f i g u r e  6 
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Des formules donnant r et B en fonction de x et ~, on 

alors facilement l ' ~ g a l i t ~  I(K) = (~) I I  cos ~ d~dx, d~duit 

l ' i n t ~ g r a l e  ~tant prise sur l'ensemble des (x,a) te ls  que 
I Dx, ~ E Gi; le facteur T correspond au f a i t  que chaque dro i te  

est compt~e deux lo is  (0=,~ = Dy,_a) .  

Le th~oreme de Lebesgue-Fubini nous permet maintenant 

d ' ~ c r i r e  I ( K ) =  I f (x)d=, avec f ( x )  = f K ( X ) :  (~) I c o s ~ d ~  
C-K 

( i n t ~ g r a l e  p r i s e  sur l ' ensemb le  des ~ t e l s  que Dx, ~ ~ Gi). 

En i n t ~ g r a n t ,  on o b t i e n t  pour x en t re  k.j et kj+ z ( v o i r  
f i g u r e  7) la formule 

f (x) : (-~)[sin aj(x) - sin aj_1(x) + . . .  + ( - l ) J - l s i n  a t (x)  + 

+ ( - l ) J s i n  aan(X) + ' . . .  - sin aj+1(x)]  

2n 
= (~) Z ( - I )  q ' j s i n  a (x ) ;  on notera que sin aj(x)>sin aj_1(x)> 

q=l q " " " 

. . .  > s in  c~1(x ) > s in  ~2n(X) > . . .  > s in  ~ j + 1 ( = ) .  

kj 

2TL 

J + l  

f igure 7 
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On v E r i f i e  faci lement sur cette formule que la fonct ion f 

est comprise entre 0 et l ,  continue sur C-K, et admet en tout 

point  de K une l i m i t e  ~ dro i te  et une l im i t e  ~ gauche dont la 

somme vaut I .  

Nous al lons vo i r  que, si K est un maximum local de Z, 

alors en tout point  de K ces l im i tes  sont Egales; en d 'autres 

f(kj) termes, f se prolonge par cont inu i tE  ~ C, avec = 

pour tout j .  

Remarque: La demonstration reviendra en f a i t  ~ i n t e rp re te r  les 

sauts de f comme les deriv~es p a r t i e l l e s  de I .  La fonct ion f 

se prolonge donc si et seulement si K est un point  c r i t i q u e  

de ! .  Cette caractEr isat ion des points c r i t i ques  peut aussi etre 

obtenue en passant par la formule suivante (qui montre que I 

est  C~): I ( K )  = 2 Z ( - l ) r + s - l d ( k r , k s ) ,  ou d est  la  d i s t ance  
euclidienne du plan. ~r<sC2n 

ConsidErons un nouveau (2n)-up le t  K~ obtenu en dEplaGant 

d'une pe t i te  quantitE E un point k G K. Appelons k~ le nouveau 

point ,  et j~ l ' i n t e r v a l l e  ]k,k [. La d i f ference I(K~) -I(K) 
est egale ~ la d i f ference entre d'une part la mesure de l'ensemble 

des drottes de G qui coupent j~ exactement une l o i s  et 
P 

d 'autre part la mesure de l'ensemble des droi tes de G. qui 
coupent j .  

Le premier  terme es t  ~gal ~ I ( I  ( x ) )dx  a un terme jj -fK 
c 

c o r r e c t i f  de l ' o r d r e  de 2 (co r respondant  aux d r o i t e s  coupant 

deux f o i s  j ) p res ;  l e  second terme est  J I j  fK(X)dx. On a a i n s i  

f - ( l - 2 f K ( X ) ) d x  + 0(~2) .  Si K es t  un maximum : (K~)  ; (K )  = Jc 

l o c a l ,  les  deux l i m i t e s  de fK en k do i ven t  e t r e  ~ ~, C,Q.F.D. 

Notons egalement que, s i  K es t  un maximum l o c a l  de I ,  

chaque i n t e r v a l l e  de C-K est  de longueur  < ~: s inon ,  la  fo rmu le  

donnant f e n  f o n c t i o n  des ~q e n t r a i n e r a i t  que la  l i m i t e  

gauche de fen k sera i t  in fEr ieure  ou egale ~ ( ~ ) ( l - s i n  ~) < 
2 

(vo~r f~gure 8). 
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f i g u r e  8 

Nous te rminons ma in tenan t  l a  demons t ra t i on .  Si la  

p r o p o s i t i o n  ~ t a i t  f ausse ,  on a u r a i t  I(K) > 4 pour un K qui es t  

un maximum l o c a l  de I .  Consid~rons un i n t e r v a l l e  Jj de C-K. 
Sur cet  i n t e r v a l l e ,  chaque f o n c t i o n  ~q(X) s ' e c r i t  -x/2 + aq, 
avec a ind~pendant  de x (th~or~me de l ' a n g l e  i n s c r i t  ' . ) ;  on q 
peut donc ~ c r i r e  f ( x )  sous la  forme Aj cos (x /2  + @j). 

Notons mj l e  m i l i e u  de J j ,  et  Cj sa longueur .  Puisque 
I f vaut  T aux bornes de J j ,  on a n~cessa i rement  

f ( x )  = cos ( x /2  - mj/2) / 2 c o s ( ~ j / 4 )  pour x G J . .  On en d ~ d u i t  
J 

I 2 t g ( ; L j / 4 )  2(4 /~) . (~ j /4 )  ( 2 / ~ ) ~ j ,  car on a f(x)dx < 
J j 

~j < ~, e t  tg 0 _< (4/~)-@ pour 0 < 8 < ~/4 .  F ina lement  

I(K) = | f (x )dx <_ (2 /~ )  ~ ~j = 4, c o n t r a d i c t i o n .  
J C-K J 

[B L R] 
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