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TOPOLOGIE. — Propriéiés homologiques des feuilletages des surfaces. Note (*) de
Gilbert Levitt, présentée par Henri Cartan.

Aprés avair introduit le nombre d'intersection d ume classe d hemologie entitre avec une mesure transverse d'un
feuilletage, nous le caleulons €n fonclion des cycles asymplotiques du feuilletage. Cela conduit 4 définir pour un
feuilletage orientable la notion de connexié, el a généraliser aux feuilletages non orientables la notion de cycle
asymptotique. Celie étude est ensuite appliquée aux « feuifletages mesurés » el aux difftomorphismes pseude-
Anosov,

After mproducing the intersection number of an integrel homology class with a transverse measure joi a foliation, we
compuie it in terms of the asymptotic cycles of the joliation.  This study leads to the definition of o “connected”’
orientable joliation, and fo the generalizarion of asymplotic cycles to non-orieniable foliations.  Applications (o
“measured foliarions” and psedo-Anosor diffromorphisms are also given.

Dans cetie Nole, nous considérons unc surface lermée orientée M de genre g2 2, el des
feuilletages & sur M dont les singularités sont des selles. Pour simplifier 'énonce des
résultats, nous nous restreindrons ici aux feuilletages dont les feuilles non compactes sont
denses daps un ouvert non vide; ce sont les feuilletages sous-jacents aux « feuilietages
mesurés » (au sens de [1] et [11]). Signalons toutefois gque nous considérerons toutes les
mesures transverses d’un tel feuillerage, sans restriction sur leur support.

Soil L une mesure LTansverse de #. et aeH, (M, Z) une classe d’homologie non nulie.
Nous définissons le nombre Lintersection [ (#, 1; a) [ou simplement { (u; o)} comme la borne
inféricure de ’ensemble des nombres :

i G+l C)+ - i G,

ot C,, ..., C, sont des courbes fermées simples orientees dont I'union represenie o, €l
itn; C,) désigne la masse totale déposée par y sur C,. Pour a={, nous posons ifp; a)=0.

Si par exemple (F, §) est le feuilletage (mesuré) défimi par une 1-forme différentielle
fermée @, on a i(w; o)=|lw] (@)} pour toute classe & (le symbole [w] désigne la classe de
cohomologie de w). Cette inégalité est une égalité si o peut ére représentée par une courbe
fermée simple transverse 4 # (par conventlion, une courbe Lransverse nNe passe par aucune
selle de #). Si par contre (F, p) est le feuilletage stable d’un difféomorphisme pseudo-
Anosov induisant Uidentité sur Hy (M, Z), il est facile de vérifier que I'on a i(p; )=0pour
toute classe o. Nous verrons en fait dans la section 11T que celie annulation de i{p; o) se
produit pour presque loul feuilletage non orientable (F, ).

1. FEUILLETAGES ORIENTABLES. — Dans celte section, nous ne considérons que des
feuilletages orientables {i. e. pouvant ¢tre définis par un champ de vecteurs, ou par une forme
fermée). Deux tels feuilletages seront dits éguivalents si on peut passer de I'un 4 V'autre par
une isotopie et des opérations de Whitehead ([1], [11]) ne faisant intervenir que des
feuilletages orientables.

Un feuilletage orientable peut itre transversalement orienté; une mesure transverse p
détermine alors une classe de cohomologie [k € H' (M, R), et on a encore iy )z [l ()]
pour toute classe xe H, (M, Z), avec égalité si o coniient une courbe transverse. La premiere
gtape dans le calcul de i(y; o) va donc étre la détermination des classes d’homologie
représentables par une courbe transverse. Nous pouvons nous limiter aux classes o
représentables par une courbe fermée simple, c’est-a-dire aux ¢léments indivisibles du
groupe H; (M, Z).
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THEOREME 1. — Soit & un feuilletage transversalement orienté sans cycle de feuilles. Pour
toute classe indivisible e e H, (M, Z), les conditions suivantes sont équivalentes :

(i} fa classe o peut étre représentée par une courbe fermée s:mple fransverse 4 un feuilletage &
équivalent d ¥

(1) pour toute mesure transverse W, le nombre [p](2) est non nul;

(iii) la classe de cohomologie duale de o contient une forme fermée définissant un feuilletage
transverse d F (au sens de [1], [4] ou [11)); :

(iv) il existe pour un feuilletage équivalent d F une « décomposition canonique en
panialons » dont g -1 courbes appartiennent d o (voir [3], figure 1 et paragraphe 4, pour les
décompositions canoniques « en collier »).

On notera que la détermination des classes d’iseiopie de courbes fermées simples qui
contiennent des courbes transverses est un probléme trés délicat gui n’admet probablement
pas de sclution explicite.

Lorsque # posséde des feuilles compactes (et donc des cycles de feuilles), il n’existe pas
foroéiment de classes o vérifiant (ii), (i) ou (iv). Pour le théoréme suivant, nous désignons
par ¥ !a classe d’homologie entiére déterminée par une feuille compacte y d’un feuilletage
orienté.

THEOREME 2. — Soit F un feuilletage orienté. Les conditions suivanies sont équivalentes :

(1) Il existe une courbe fermée simple transverse @ un feuilletage % équivalent 4 F, ei
renconirant toute feuille de %,

(2) Sivyy, ..., vi sont des feuilles compactes de F , la somme ¥, + ... +7, est non nulle
dans H, (M, Z).

(3) H existe une forme fermée transverse d un fevilletage G équivalent a F .

(4) 1f existe un échange & intervalles sur le cercle dont la suspension ([3], § 6) est équivalente
i F. '

(5) I existe un feuilletage équivalent ¢ F qui admet une décomposition canonigque « en
collier » ([3], hg. 1).

Par analogie avec la notion de composante connexe d’un feuilletage introduite par
Novikov dans [7], un feuilletage satisfaisant aux conditions ci-dessus peut étre qualifié de
connexe @ 51 en effet % est un feuilletage équivalent & % comme dans (1), deux points
quelconques de M qui ne sont pas des selles appartiennent 4 une méme courbe fermée
transverse 4 %. Les théorémes | et 2 sont prouvés en détail dans [4].

Avant de calculer i (i; o), donnons quelques définitions (valables pour tout feuilletage,
orientable ou non). Nous dirons qu’une mesure transverse est compacte si Son support ne
gontient que des feuilles compactes, anticompacie si son support ne contient que des feuilles
non compactes (et éventuellement des liaisons entre selles). Une mesure éfémenaire est soit
une mesure anticompacte ergodique, soit une mesure compacte telle que toutes les feuilles
réguliéres contenues dans son support soient isotopes entre elles. Toute mesure p peut
s'écrire comme une somme finic p=p, ++ ... +y, de mesures élémentaires (¢f. par ex. [4]). Si
on demande que p soit minimal. cette décomposition est unique & I'ordre prés et définit les
composantes élémentaires u (1 ZiZp) de .

I’ - _ . ¥ . - r .
THEOREME 3. — Soit # un feuilletage transversalement orienté, et H=ps+ ... +W, tne
. g - e 3 A4 F
mesure ransverse décomposée en ses composantes élémentaires. Pour toute classe

aeH (M, Z), on a i(p; ot)= i [[pi] (o).
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La démonstration utilise le lemme suivant :

LEMME. — Soii F un feuilletage transversalement orienté. Pour toute famillepn,. . . ., p, de
mesures ergodigues anticompactes deux & deux non proportionnelles, ensemble formé par les
g-uples ([u,](c0), ..., B (), pour xe H (M, Z), est dense dans R?.

(Ce lemme est plus fort que le théoréme 11.1.14 de [4], qui exprime seulement que
I'ensemble considéré n'est contenu dans aucun hyperplan de R?.)

1. FEUILLETAGES NON ORIENTABLES, — Pour un feuilletage non orientable #, il existe un .
revétemnent a deux feuillets p: M — M, ramifié au-dessus des selles de # possédant un
nombre impair de séparatrices, tel que le feullletage F =p~ ' (F) induit par p sur M soit
orientable. Une mesure transverse p de # détermine une mesure fi de % qui est laissée
invariante par Iinvolution ¢ du revétement.

. Pourwcalculer i(#, p; o), nous allons associer & une mesure élémentaire v de # une classe
de cohomologie [¢]e H (M, R}, bien deﬁme au signe prés. Deux cas sont possibles :

(a) © est une mesure ¢lémentaire de # (par exemp]e si F est le feuilletage stable d'un
difféomorphisme pseudo-Anosov, car alors # est uniquement ergodique). Nous
posons [v]=0; :

(b) 5 a deux composantes élémentaires v et " =0 (v") (par exemple si v est compacte).
Nous définissons alors [v]€ H' (M, R) par la relation p*{[v])=[v]—[v"]. Cette classe [¢] est
bien définie au signe prés, el n’est nulle que si le support de » se compose de feuilles compactes
homologues a 0.

Dans les deux cas on a i(#, ©; &)=|[r](p,d)| pour toute classe G -invariante
&eH, (M, Z), et du théoréme 3 on peut déduire :

THEOREME 3'. — Le théoréme 3 est encore valable pour un feuilleiage non orientable, d
condition de définir [u;] comme ci-dessus.

W. Thurston nous a moniré comment uliliser sa théorie des « train tracks » pour
construire un exemple non trivial du cas (5).

La non-ergodicité de & correspond au phénomene suivant : pour p-presque toute demi-
feuille f, il existe un ouvert distingué de & que/ (supposée . orientée) traverse
asymptotiquement plus souvent dans un sens que dans l'autre. La classe d’homologie duale
de [v] peut étre considérée comme un cycle asymplotigue car elle peut étre définie
géométriquement comme dans [9], théoreme p. 275.

ITII. APPLICATIONS AUX « FEUILLETAGES MESURES » ET AUX DIFFEOMORPHISMES PSEUDO-ANOSOV.,
— Nous considérons ici U'espace MF des feuilletages mesurés de M ([1], [L1]). 11 est
homéomorphe 4 %4 °—{0} et est muni d'une mesure m invariante par Paction
de my (DilT M) (veir par exemple [5]).

$i on fixe une classe o dans H, (M, Z), la fonction i( ; «): MF — R est semi-continue
supérieurement. Les points ou elle est continue sont précisément ceux ou elle s’annule; ils
forment dans MF un G; dense. On sait d’autre part ([5], [8]) que m-presque tout feuilletage
mesuré est uniquement ergodique. On peut en fait prouver que m- -presque tout feuilletage
mesuré (F, u) est fortement uniguement ergodigue, en ce sens que (F, n) est lui aussi
uniquemen( ergodique. Donc !

THEOREME 4, — L'ensemble A = MF formé des feuilletages mesurés (F, W) tels que
i(F, ua)=0 pouwr out aeH,;(M, Z} est un Gy dense doni le complémentaire est m-
négligeable.

Notons que A contient le feuilletage (in) stable d’un difféomorphisme pseudo-Anosov si el
seulement si ce fenilletage est non orientable. Comme nous I'a fait remarquer Albert Fathi, les
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theoremes 3 ¢l 3° peuvent étre appliqués a I'étude des difféomorphismes pseudo-Anosov.
Cela permet de donner une nouvelle démonsiration des résultats smivants {¢f. par
exemple [2]):

THEOREME 5. — Soit ¢ un difféomorphisme pseudo-Anosov de coefficient de dilatation A1,
et ¢, Pautomorphisme induil par @ sur H, (M, R}

— i le feuilletage (in) stable de @ est orientable, le nombre . (ou — ) est valeur propre
simple de @,. Les autres valeurs propres de ¢, sont de module strictement inférieur @ A;

— i le feuilletage (in) stable de @ n'est pas orientable, les valeurs propres de @, soni de
module strictement inférieur a A;

— soit N, (¢} le nombre de points fixes de @". Alors lim N, (@) =1

n— o
Considérons maintenant dans MF la partiec T formée par les feuilletages mesurés
orientables (i. e. pouvant étre définis par une forme fermée). Tout feuilletage mesuré est une
limite (dans MF) de feuilletages orientables; remarquons toutefois que, si une suite m, de
formes fermées converge dans MF vers un élément de A, alors la classe de cohomologie [©,]
tend vers zéro quand n tend vers Uinfini.

Pour toule classe de cohomologie non nulle Qe H'(M, R), soit T; = MF [’ensemble des
feuilletages mesurés pouvant étre définis par une forme fermée @eQ (on notera que
I, u; o) est égal 4 la borne inférieure des nombres d’intersection de (#, u) avec les
éléments de Tg, si Q est duale de «; voir par exemple [8] pour le nombre d’intersection de deux

feuilletages mesurés). L'union |J T,q est dense dans MF, mais Tq tui-méme est loin détre
=0 .

dense - son adhérence Ty est d’intérieur vide. En fait I'étude des nombres d’intersection
i(F, |; o) est née en partie du deésir de prouver que Ty, est fermé. Nous ne savons pas §1ce

résultat est vrai. Remarquons cependant que Tg est disjoint de A. On déduit ainsi du
théoréme 4 :

COROLLAIRE. — L'union des adhérences Tq, pour Qe H! (M, R)—{ 0}, est m-négligeable.

(*) Remisc le 21 seplembre 1981.
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