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1-formes fermées singuliéres et groupe fondamental

Gilbert Levitt

Département de Mathématiques, Université Paris Sud, F-91405 Orsay Cedex, France

Summary. We study the influence of the =, of a closed manifold M" (n=3)
on the foliations of M defined by closed differential 1-forms with Morse
singularities (of index=0, n). Every nonexact form is cohomologous to a
weakly complete one, that is one whose leaf space is of the same type as
that of a nonsingular form. Generically, a form has compact leaves or is
weakly complete. If n; M has no quotient isomorphic to Z+Z, then every
nonexact form on M is weakly complete. We also say a form w is complete
if every path in M is homotopic to either a path transverse to w or a path
contained in a leaf of w. Completeness of w depends only on its de Rham
cohomology class. The set of complete cohomology classes depends only on
n; M and is related to finitely generated normal subgroups of =, M with
quotient ~Z. If n; M is nilpotent (or even polycyclic), every nonexact form
on M is complete. On irreducible 3-manifolds, a form is complete iff it is
cohomologous to a nonsingular one.

Introduction

Cet article est consacré aux l-formes différentielles fermées singuliéres sur les
variétés fermées de dimension n=3 (on notera que seules les variétés fibrées sur
le cercle possédent des 1-formes fermées non singuliéres [Ti]). Nous étudions
principalement les trois questions suivantes:

1. Certains résultats sur les feuilletages définis par les 1-formes fermées non
singuliéres s’étendent-ils aux formes singuliéres (en général, ou sur certaines
variétés)?

2. Pour les formes non singuliéres, la classe de cohomologie de De Rham
constitue un invariant trés fort. En est-il de méme pour les formes singuliéres?
Des formes cohomologues ont-elles des propriétés topologiques en commun?

3. Si M3 est une variété fermée irréductible de dimension 3, la norme sur
I’homologie définie par Thurston [Th1] et le théoréme de fibration de Stallings
[St] décrivent le cone ouvert ¥(M)= H'(M,R)—{0} des classes de cohomolo-
gie représentables par une 1-forme fermée non singuliére, et le relient a n, M.
Cette théorie a-t-elle un équivalent en dimension plus grande?
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Nous avons remarqué dans [AL] que, contrairement a ce qui se passe pour
les formes non singuliéres, deux formes singuliéres cohomologues peuvent étre
trés dissemblables; ainsi 'une peut étre a feuilles réguliéres compactes alors
que lautre est a feuilles denses.

Toutefois nous allons voir que, sur certaines variétés et dans certaines
classes de cohomologie, les formes se ressemblent beaucoup. Pour cela nous
introduirons deux propriétés, la complétude et la faible complétude, que
possédent toutes les formes non singuliéres et certaines formes singuliéres (que,
le plus souvent, nous supposerons a singularités de Morse, d’indice différent de
0 ou n).

Les formes faiblement complétes, sur une variété fermée M, seront essentiel-
lement celles qui ont le méme espace des feuilles qu'une forme non singuliére.

Nous montrerons d’abord que toute classe de cohomologie de De Rham
QeH'(M,R)—{0} contient une forme faiblement compléte; en d’autres termes,
toute forme non exacte est cohomologue a une forme faiblement compléte.

En étudiant les perturbations d’une forme w de Morse et minimale (C’est a
dire a feuilles denses, ou de fagon équivalente sans feuille L avec LuSingw
compact), nous verrons que, si w est minimale et si [I’homomorphisme
d’intégration [w]: n; M >R ne peut pas se factoriser par un groupe libre, alors w
est faiblement compleéte.

Nous montrerons aussi que, génériquement, une forme est faiblement
compléte ou possede des feuilles compactes.

Nous déterminerons également les classes de cohomologie Qe H' (M, R) — {0}
dans lesquelles toutes les formes sont faiblement complétes: ce sont exactement
celles pour lesquelles 'homomorphisme de n; M dans R, obtenu en intégrant
les formes de Q, ne peut pas se factoriser de fagon non triviale par un produit
libre Z°+Z° (a, b= 1).

En particulier, s’il n’existe pas d’homomorphisme surjectif de n1,M sur Z+Z,
alors toute forme sur M est faiblement compleéte.

Sous une hypothése plus forte sur n; M (par exemple n; M est nilpotent),
nous montrerons que les formes fermées sur M sont en fait complétes.

Les formes complétes peuvent €tre définies de plusieurs fagons équivalentes.
En voici une: w est compléte si et seulement si tout chemin est homotope (a
extrémités fixes) & un chemin contenu dans une feuille ou a un chemin
transverse a .

Nous verrons que le fait pour une forme d’étre ou non compléte ne dépend
que de sa classe de cohomologie. Ceci nous permettra de définir le cone U(M)
< HY(M,R)—{0} des classes de cohomologie complétes.

Nous montrerons que U(M) est ouvert, ne dépend que de m, M, et que ses
points & coordonnées entiéres correspondent aux homomorphismes non tri-
viaux de n; M dans Z dont le noyau est de type fini. Nous verrons également
que U(M), qui contient toujours (M), lui est égal si M est une 3-variété
irréductible.

Ces résultats nous font penser que U(M), plus maniable et moins souvent
vide que (M), est un objet intéressant a étudier sur les variétés de dimension
>3 (et sur certaines 3-variétés si la conjecture de Poincaré est fausse ...). On
peut en fait en donner des définitions algébriques en fonction de n, M (cf.
partie V).
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Enoncé des résultats

Commengons par rappeler quelques propriétés bien connues des 1-formes
fermées non singuliéres sur les variétés fermées. Le lecteur peu familier avec les
I-formes fermées trouvera quelques généralités dans les préliminaires (sections
I.1al3).

Si le groupe des périodes P(w)cIR de la forme non singuliére @ est
cyclique, toutes les feuilles du feuilletage défini par w sont compactes (et sont
les fibres d’une fibration sur §'). Si au contraire w posséde deux périodes
rationnellement indépendantes, toutes les feuilles sont denses; nous dirons que
w est minimale.

Deux formes cohomologues et proches sont isotopes [Mo], et en dimension
=<3 la classe de cohomologie détermine en fait la forme & isotopie pres ([BL],
[QR]). Notons enfin une propriété importante des formes non singuliéres: tout
chemin sur lequel I'intégrale de w est nulle est homotope a un chemin contenu
dans une feuille.

Considérons maintenant des formes singuliéres. Nous travaillerons toujours
sur une variété fermée orientable M" (n=3), et nous étudierons des formes w a
singularités de Morse, sans centre (i.e. tout point de M a un voisinage sur
lequel o est la différentielle d’'une fonction de Morse sans point critique
d’indice 0 ou n; noter qu’une telle forme ne peut pas étre exacte).

Les résultats se généralisent en fait aux formes de Morse avec centres, et
méme aux formes dont le lieu singulier est quelce.que mais de codimension
=3 (voir partie VI).

Une forme de Morse sans centre o est faiblement compléte si, dés que deux
points de M —Sing w peuvent €tre joints par un chemin sur lequel I'intégrale de
w est nulle, alors ils appartiennent a la méme feuille; cela revient a dire que
I’espace des feuilles du feuilletage est du méme type que si w était non
singuliére: les feuilles sont les images réciproques des points par I'application
Y: M —Sing w—>IR/P(w) définie par

Y(x)=[w (x, étant un point base).

Les formes faiblement complétes sont également celles pour lesquelles, pour
toute singularité s d’indice 1 ou n—1, les deux bouts singuliers issus de s sont
contenus dans la méme feuille (voir figure 1).

Soit @w une forme faiblement compléte. Si P(w) est cyclique, toutes les
feuilles réguliéres de ® sont compactes (et homologues entre elles); si par
contre P(w) est de rang =2, alors le feuilletage est minimal (et uniquement
ergodique).

Nous commencerons par montrer (grace a une construction de Arnoux-
Levitt [AL]):

Théoréme 1. Toute classe de cohomologie Qe H'(M,R)—{0} est représentable
par une forme faiblement compléte.
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lacet de connexion

bouts
singuliers

Fig. 1

Corollaire. Tout homomorphisme surjectif de n, M dans Z peut se représenter par
une application p de M dans un cercle, a singularités de Morse, et d images
réciproques p~'(c) connexes.

Nous caractériserons les classes de cohomologie dans lesquelles toutes les
formes de Morse sans centre sont faiblement complétes. Soit @ une forme de
Morse sans centre, et [w]: 7; M >R ’homomorphisme obtenu par intégration
de w sur les lacets. Nous avons la dichotomie suivante:

Théoréme 2. Si [w] ne peut pas se factoriser par un épimorphisme o:
T, M—>»Z*+Z" (a,b=1), alors w (et toute forme cohomologue a w) est faible-
ment compléte.

Si au contraire il y a factorisation par un Z**Z", alors w est cohomologue d
une forme (de Morse sans centre) non faiblement compléte (possédant méme une
feuille compacte qui sépare M).

En particulier:

Corollaire. S’il n’existe pas d’épimorphisme de n, M sur Z+Z, toute forme sur M
est faiblement compléte, et réciproquement.

Dans la partie VI nous déduirons du théoréme 2 un résultat sur les formes
dont les singularités ne sont pas de Morse:

Corollaire. S’il n’existe pas d’épimorphisme de n,M sur Z+Z, une forme sur M
dont le lieu singulier est de codimension =3 ne posséde pas de feuille
exceptionnelle.

Revenons aux formes de Morse sans centre. Avec une hypothése sur [w]
plus faible que dans le théoréme 2, nous obtenons la faible complétude pour les
formes minimales (améliorant le théoréme 5 de [AL]):
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Théoréme 3. Si w est minimale et si [w]: n1;, M >R ne peut pas se factoriser par
un groupe libre, alors w est faiblement compléte.

Rappelons qu’une forme de Morse est minimale ssi il n’existe pas de feuille
L avec LuSing o compact (cf. 1.3).

Les théorémes 2 et 3 permettent, sous certaines hypothéses de non-
factorisation de I'homomorphisme naturel p,: n, M —H (M, Z)/torsion, de
prouver la faible complétude des formes (resp. des formes minimales) dans
presque toute classe de cohomologie (voir partie I1I).

Les théorémes 2 et 3 se déduisent de ’¢tude des formes @’ cohomologues a
o et proches de o (dans la topologie C®). En fait:

Théoréme 4. 1) Si w n’est pas faiblement compléte, elle est approchable par des
formes cohomologues possédant des feuilles compactes.

2) Si w est minimale mais pas faiblement compléte, elle est approchable par
des formes cohomologues dont toutes les feuilles réguliéres sont compactes, et
aussi par des formes cohomologues faiblement complétes.

3) Siw est faiblement compléte, il en est de méme des formes cohomologues d
w et proches de w.

Soit QeH'(M, R)— {0}, et soit F(Q) I'espace de toutes les 1-formes fermées
représentant 2, muni de la topologie C*. On déduit du théoréme 4
(assertion 1):

Corollaire. Les formes de Morse qui possédent des feuilles compactes, ou qui
nwont pas de centre et sont faiblement complétes, forment un ouvert dense dans
F(Q).

Passons maintenant aux formes complétes. On peut les définir de plusieurs
fagons équivalentes (voir propositions 11.2 et IV.6). Par exemple: tout chemin
d’intégrale nulle est homotope a un chemin contenu dans une feuille; pour
toute feuille L, la suite nlL—mlMﬂdR est exacte; pour toute singularité s
d’indice 1 ou n—1, on peut joindre les deux bouts singuliers issus de s par un
lacet de connexion y (voir figure 1) homotope a 0 dans M.

Le fait qu'une forme soit compléte ou non ne dépend que de sa classe de

cohomologie:

Théoréme 5. Soient w et o' deux formes cohomologues. Alors @' est compléte si
et seulement si w lest.

Si m, M est abélien, ou nilpotent, ou plus généralement si son sous-groupe
des commutateurs est de type fini, toute forme sur M est compléte. Cela se
déduit du résultat suivant:

Théoréme 6. Si le noyau de [w]: n; M >R est de type fini, alors w est compléte.
La réciproque est vraie si P(w) est cyclique.

En général, soit U(M)<=H'(M,R)—{0} I'ensemble des classes de cohomolo-
gie complétes (c’est-a-dire représentées par des formes complétes).

Théoréme 7. a) Le cone U(M)<= H (M, R) —{0} est ouvert.
b) U(M) ne dépend que de m,M: si p: a,M—>n, M  est un isomorphisme,
alors p*: HY(M',R)— H'(M,R) envoie U(M’) sur U(M).




640 G. Levitt

Si w est a périodes rationnelles, alors d’aprés le théoréme 6 elle est
compléte si et seulement si Ker[w] est de type fini. L’assertion a du
théoréme 7 a donc une conséquence algébrique (déja connue):

Corollaire [Ne]. Soit G un groupe de présentation finie. Dans Hom(G, @) —{0},
Pensemble des homomorphismes dont le noyau est de type fini forme un ouvert.

Nous verrons que, si M est une 3-variété irréductible, une forme est compléte
si et seulement si elle est cohomologue d une forme non singuliére; en d’autres
termes, U(M)=%(M). Dans ce cas U(M) est donc de type polyédral [Th1].

Ceci contraste fortement avec des exemples [BNS] ou U(M)u {0} contient
H'(M, Q) sans étre égal & H'(M, R) (nous donnerons a la fin de la partie V la
relation entre U(M) et I'invariant 2 défini algébriquement dans [BNS] a partir
du groupe G=mx, M). En particulier, il existe des variétés sur lesquelles toutes
les classes de cohomologie de rang 1 sont complétes sans que toutes les classes
de rang =2 le soient.
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Certains résultats de cet article ont été annoncés dans [Le]. Les parties IV et V sont pratiquement
indépendantes de la partie III. Les théorémes 1 a 4 sont montrés dans la partie III, les théorémes 5
a 7 dans la partie V.

I. Préliminaires

Soit w une 1-forme fermée sur une variété compacte sans bord M" de dimen-
sion n=3.
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L1. Lhomomorphisme de n; M dans R obtenu en intégrant w le long des lacets
sera noté [w]. Deux formes définissent le méme homomorphisme si et seule-
ment si leur différence est exacte, et nous identifierons I'homomorphisme [w] a
la classe de cohomologie de De Rham [w]eH'(M,R). D’autre part nous confon-
drons souvent un lacet et I’¢lément qu’il détermine dans =, M.

L'image de [w] est le groupe des périodes P(w)<=RR. Ce groupe est de type
fini, donc isomorphe & un Z'; r(w) s’appelle le rang de w (ou de sa classe
[w]). Le rang est nul pour les formes exactes, égal a 1 si P(w) est infini
cyclique, et =2 dés que w possede deux périodes rationnellement
indépendantes (P(w) est alors dense dans IR).

Une forme o (ou sa classe de cohomologie) est totalement irrationnelle si
son rang est maximal, c’est a dire égal au premier nombre de Betti b, M. Une
autre caractérisation est que le noyau de [w]: n;, M >R est égal au noyau de
'homomorphisme naturel p,: 7, M —H (M, Z)/torsion (bien slir on a toujours
Ker [w]>Ker p,,). Dans H'(M,IR) I'ensemble des classes totalement irrationnel-
les est un Gz dense de complémentaire négligeable (pour la mesure de Lebesgue).

1.2. Une primitive locale de w est une fonction f a valeurs réelles, définie sur un
ouvert de M et vérifiant df =w. Sur tout ouvert simplement connexe w admet
une primitive locale, unique a une constante additive prés.

Les singularités de w sont les points x ou w,=0; ils correspondent aux
points critiques des primitives locales. Uensemble des singularités de w est noté
Sing w, et son complémentaire M*.

Une forme w est de Morse si tout point singulier x de w est un point
critique non dégénéré pour les primitives locales de w. Les singularités d’une
forme de Morse sont en nombre fini et ont un indice compris entre 0 et n. Une
singularité d’indice O ou n est un centre; une singularité d’indice 1 ou n—1 sera
dite conique (voir 1.4). On notera qu’une forme de Morse sans centre ne peut
pas étre exacte.

I.3. Sur M*=M —Sing w la forme w est non singuliére et définit un feuilletage
de codimension 1, donné par les niveaux des primitives locales de w.

La forme o détermine une mesure transverse invariante du feuilletage,
obtenue en associant a un intervalle (ou a une courbe fermée) transverse I sa
longueur |I|=|{w|. Le nombre |I| sera parfois appelé distance entre les

1

extrémités de I.

Le feuilletage possede également une orientation transverse, donnée par le
sens de croissance des primitives locales. En particulier toute feuille compacte
est transversalement orientée.

Une feuille de w sera par définition une feuille du feuilletage ci-dessus.
Lespace des feuilles M*/w de w est le quotient de M* par la relation
d’équivalence «étre sur la méme feuille».

Si r(w) £ 1, on montre que toute feuille L de w est fermée dans M*, ou de fa-
¢on équivalente que LuSingw est compact (si w est de Morse, toutes les
feuilles sauf un nombre fini sont compactes).

En général, nous notons N(w) I'union des feuilles L telles que LuSingw ne
soit pas compact. Si w est de Morse, c’est un ouvert possédant un nombre fini
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de composantes, dites composantes minimales car toute feuille de N(w) est dense
dans la composante qui la contient ([Im1]; voir appendice de [AL]).
Soit w une forme de Morse sans centre, et x, un point base. On peut
x

associer a tout xeM* un élément bien défini Y(x)= [w dans R/P(w). On

X0
obtient ainsi une surjection ¥: M*—>IR/P(w), qui se factorise par I'espace des
feuilles M*/w. Les formes faiblement complétes seront celles pour lesquelles ¥
induit une bijection entre M*/w et IR/P(w).

I.4. Soit w une forme de Morse. Si s est une singularité d’indice compris entre
2 et n—2, il existe des voisinages arbitrairement petits U de s tels que tous les
niveaux f~'(c) des primitives locales f: U—IR soient connexes. La singularité s
n’affecte donc pas la structure transverse du feuilletage défini par w, et nous
verrons que les formes n’ayant que des singularités d’indice compris entre 2 et
n—2 se comportent dans une large mesure comme des formes non singuli€res.

Au contraire, comme l'avait remarqué Henc, les singularités d’indice 1 ou
n—1 (que nous appelons coniques) jouent un réle particulier car il en part deux
bouts singuliers (voir Fig. 1 plus haut).

Il se peut que ces deux bouts singuliers soient contenus dans la méme
feuille de w, c’est a dire qu’il existe un lacet de connexion y avec y — {s} contenu
dans une feuille de w (voir Fig.1). Ce sera une caractérisation des formes
faiblement complétes; pour une forme compléte, on peut trouver des lacets de
connexion homotopes a 0 dans M (voir partie II).

L5. Etant donné une forme w, nous considérerons le revétement d’intégration
p: M—M associé 4 ’homomorphisme [w]: n,M—>R. Le n, de M est ainsi
isomorphe a Ker[w], et le groupe de transformations du revétement est
isomorphe & P(). Nous noterons

M*=p~Y(M*)=M —Sing(p* w).

La forme p* w est exacte, et nous choisirons une primitive globale f: M —>IR
(unique a une constante additive pres). Si # est une transformation du revéte-
ment, la fonction foy —f est une constante h(n)e P(w); I'application n— h(n) est
un isomorphisme entre le groupe du revétement et P(w).

Quand aucune confusion ne sera possible, nous désignerons par M I'en-
semble des points de M ou la valeur de f appartient a Ja, b[ (pour
—0=Za<bg + ).

Soit ' cohomologue & , et p* ' =df". Alors la différence /" —f est laissée
invariante par toute transformation du revétement, et est donc bornée sur M.

En quelques occasions nous considérerons également le revétement universel
p: M—M et une primitive f: M—>R de p* w.

Pour une forme w non singuliére, le revétement d’intégration M s’appelle
revétement des feuilles, car M est difféfomorphe & L xR feuillet¢ comme un
produit (L est une feuille quelconque de w).

1.6. Nous utiliserons souvent des champs de vecteurs X sur M* tels que
o(X)=1 (on construit de tels champs a 'aide d’une partition de I'unité). Le flot
¢, de X est partiellement défini sur M*, et il préserve w. En particulier, soit
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>0 tel que ¢,(x) soit défini pour tous les points d’'un chemin ¢ contenu dans
une feuille de w; pour chaque t€[0,1], le chemin ¢,(c) est contenu dans une
feuille de w. On a ainsi relevé o sur les feuilles voisines.

Soit w de Morse sans centre, et X comme ci-dessus. Supposons que prés
des singularités X est proportionnel & un champ a singularités hyperboliques.
Alors pour tout AeR T'ensemble des points ou ¢, n'est pas défini est de
codimension au moins 1. On en déduit que tout point de M* appartient a
I'image d’une immersion i: R—>M* telle que i*w=dt, et donc que tout point
de M* appartient & I'image d’un plongement i: R — M* tel que foi=idp.

L7. Lespace des I-formes fermées sur M sera muni de la topologie C® (on
pourrait également utiliser la topologie C’, r=1); dans cet espace, les formes
de Morse constituent un ouvert dense. Nous considérons ici certaines approxi-
mations d’une forme de Morse w.

1.7.1 Fixons un voisinage U de Singw, et un champ de vecteurs Y sur M tel
que w(Y)>0 sur M*. Une fonction g: M—RR, de classe C”, sera dite admissi-
ble si:

- g=0sur M—-U.

- dg=0 sur un voisinage de Sing w (dépendant de g).

- dg(Y)> —w(Y) sur M*.

Si g est admissible, alors w,=w+dg est une forme de Morse cohomologue
a w, qui a exactement les mémes singularités que w.

On peut en fait montrer que toute forme cohomologue a w et assez proche
de o est isotope & une forme w,, et que deux formes w, et w, sont isotopes rel.
Sing e ssi g —h est constante sur Sing w.

Nous n’aurons pas besoin de ces résultats, mais nous utiliserons la remar-
que suivante: soit V un voisinage de la fonction nulle dans la topologie C*;
Pensemble des valeurs sur Sing w des fonctions admissibles contenues dans V est
un voisinage de 0 dans RS"&®,

1.7.2. Géométriquement, le passage de w a w, revient, pour chaque singularité
s telle que g(s)+0, a changer la feuille qui porte s. Si I'indice de s est compris
entre 2 et n—2, tout se passe comme si s avait été déplacée de g(s) transversa-
lement au feuilletage (voir une représentation trés schématique sur la fig. 2). Si
s est une singularité conique, I'opération a eu pour effet de remplacer des
feuilles 4 une nappe par des feuilles & deux nappes, ou vice-versa (voir fig. 3).

Grice a cette interprétation on voit facilement que, si L est une feuille (non
compacte) de  telle que L uSingw est compact, alors on peut approcher w par
des formes cohomologues ayant des feuilles compactes proches de L.

1.7.3. Soit s une singularité conique telle qu’il existe un lacet de connexion y
(cf. 1.4). Si ' est cohomologue a w et proche de w, elle aura une singularité
conique s’ proche de s, et nous affirmons qu’il existe pour s’ un lacet de
connexion y' proche de y.

En effet on peut, en partant d’un bout singulier de s’, relever le chemin y sur

une feuille de w'. Lorsqu’on termine de parcourir y, P’égalité jw’=0 entraine
Y
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g(s)

w lAJg

Fig. 2. Indice de s entre 2 et n—2, g(s)>0

w UJg

Fig. 3. 5 d’'indice n—1, g(s) <0 (coupure de feuilles)

que ce chemin relevé revient prés de s' sur lautre bout singulier. Ceci montre
Pexistence de y'.

Notons que ce raisonnement s’applique méme si @’ n’est pas cohomologue
a w, a condition que [’ =0; ce sera en particulier le cas si y est homotope a 0.

Y

I.8. Sauf mention explicite du contraire, nous désignerons par M une variété
fermée orientable de dimension n>3, et par @ une forme de Morse sans centre
sur M. Dans la partie VI nous supposerons simplement que Sing w est de
codimension = 3.

II. Définition des formes faiblement complétes et complétes

Soient M et w comme dans 1.8.

Proposition I1.1. Les propriétés suivantes sont équivalentes:
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FC1. Lespace des feuilles M*/w s’identifie d R/P(w): deux points x, ye M*
sont sur la méme feuille de w si et seulement si Y (x)=y(y), ot ¥: M*->IR/P(w)

X
est définie par Y (x)= [ ® (x, étant un point base).
X0
FC2. Si 0= M* est un chemin d’intégrale nulle ([ w=0), ses extrémités ap-
partiennent a la méme feuille. 0

FC3. Pour toute singularité s conique (i.e. d’indice 1 ou n—1), les deux bouts
singuliers issus de s sont situés sur la méme feuille (cf. 1.4).

FC4. Pour une (donc toute) primitive f de p*w sur le revétement
d’intégration M, tous les niveaux f~'(c)n M* sont connexes.

FC5. Il existe une courbe fermée transverse C coupant toute feuille, telle que
deux points de C soient sur la méme feuille si et seulement si ils bordent un arc
J < C avec |J|e Pw).

Proposition 1L.2. Les propriétés suivantes sont équivalentes:

C1. Tout chemin 6 = M* d’intégrale nulle est homotope (a extrémités fixes) a
un chemin contenu dans une feuille.

C2. Pour toute singularité conique s, les deux bouts singuliers issus de s sont
situés sur la méme feuille, et il existe un lacet de connexion y homotope da 0O dans
M (cf. 1.4).

C3. Pour une (donc toute) primitive f de p* @ sur le revétement universel M,
tous les niveaux f ~'(c)n M* sont connexes.

Définition. Une forme w vérifiant les propriétés FC1 a FCS5 (resp. C1 a C3)
sera dite faiblement compléte (resp. compléte). Une classe de cohomologie
QeH'(M,R)—{0} est (faiblement) compléte si toute forme de Morse sans
centre représentant Q2 est (faiblement) compléte.

Nous donnerons dans la partie IV d’autres caractérisations des formes
faiblement complétes (resp. complétes).

Faisons quelques commentaires avant de montrer ces propositions. Tout
d’abord une forme non singuliere, ou plus généralement sans singularité coni-
que, est compléte.

Drautre part on voit facilement que, pour une forme w faiblement complete
de rang 1, toutes les feuilles réguliéres (qui sont compactes) sont homologues
entre elles, et donc Poincaré-duales d’'un multiple de [w].

Si w est faiblement compléte et r(w)=2, alors le feuilletage défini par w est
minimal et uniquement ergodique: cela résulte de FCS et des propriétés corres-
pondantes des rotations irrationnelles du cercle.

De 1.7.3 on déduit que toute forme assez proche d’une forme compléte est
compléte; toute forme cohomologue a une forme faiblement compléte, et assez
proche de celle-ci, est faiblement compleéte.

Notre notion de «faiblement compléte» coincide avec celle de «quasi-
compléte» introduite par Imanishi dans [Im3]. Par contre notre notion de
«compléete» ne coincide pas avec celle de [Im3]; elle se rapproche plutdt de
celle considérée par Thurston pour les #-feuilletages [Th2, §4.8]: pour une
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forme compléte, I'application développante f: M—IR est aussi proche que
possible d’une fibration.

Démonstration des propositions I1.1 et 11.2

On vérifie facilement les équivalences FCl<>FC2<FC4<-FC5 et Cl<C3,
ainsi que les implications FC2=FC3 et C1=-C2. Les réciproques FC3 =FC2
et C2=C1 vont étre montrées simultanément, dans un cadre un peu plus
général qui nous sera utile dans la partie IV.

Supposons que w vérifie FC3, et choisissons pour chaque singularité coni-
que s; un lacet de connexion y,. Soit A" le plus petit sous-groupe distingué de
7, M contenant tous les y,.

Lemme I1.3. Soit 0 un chemin d’intégrale nulle joignant deux points x, y de M*.
Alors 0 est homotope a un chemin formé d’un lacet en x contenu dans N, suivi
d’un chemin dans une feuille (joignant x d y ).

Ce lemme achévera de démontrer les propositions II.1 et I1.2: si w vérifie
C2, nous pouvons en effet choisir les y; de fagon que A" = {1}.

Démonstration du lemme 1.3

Soit X un champ de vecteurs sur M* tel que w(X)=1 et que prés des
singularités X soit proportionnel & un champ a singularité hyperbolique. On
note ¢, le flot (partiellement défini) de X, cf. 1.6. Nous commengons par le cas
simple ou w n’a pas de singularité conique.

Soit A: [0, 17— M* une paramétrisation lisse de 0, et j: [0,1]>R la fonc-
tion telle que dj=A*w et j(0)=,j(1)=0. Soit 4> |j|,. Puisqu’il n’y a pas de
singularité conique (ni de centre), 'ensemble des points de M* ou ¢, (resp.
¢_,) nest pas défini est de codimension =2.

En déplagant légérement O (sans que ses extrémités quittent leurs feuilles
respectives), nous pouvons donc supposer que ¢, (x) est défini pour tout xef et
tout e[ —A4, A]. Posons alors A(t)=¢ _;,(4(t)), pour 0=s,t<1. Cela définit
une homotopie entre le chemin A,=41 (qui représente 6) et un chemin 4,
contenu dans une feuille, CQFD.

La démonstration dans le cas général utilise une technique classique (cf.
[Ro] théore¢me 5, ou [FLP] proposition p.81). On déforme 6 en un chemin
anguleux composé¢ d’arcs I, contenus dans des feuilles et d’arcs J, contenus
dans des orbites de X (voir Fig. 4), et on essaie de simplifier 6§ en relevant sur
les feuilles voisines (cf. 1.6) les I, ou @ fait demi-tour; si 6 ne fait jamais demi-
tour, il est contenu dans une feuille puisque [w=0.

]

Cette opération de relévement se bloque lorsqu’on arrive a une singularité
conique s;. On remplace alors 6 par un chemin formé d’un lacet 6, en x
librement homotope a y; ou y;7! (donc dans 4) suivi d’'un nouveau chemin 6,
(voir Fig.5), et on continue en essayant de simplifier 0,.
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X X
I
i i
Jk-1
Si Jk
]
_._‘_r—l
X y
T
Fig. 4

Fig. 5

Le point important est que le processus se termine aprés un nombre fini de
ces remplacements. En effet il existe un ¢>0 (indépendant de 0) tel que ¢,(x)

soit défini pour tout te[ —¢, +¢] et tout xe( ) (y;—{s;}).

13
Si ¢ est le nombre de points de I, pour lesquels ¢, ou ¢_, n’est pas défini,
on aura réussi aprés au plus g remplacements soit & supprimer un coin de I,
soit & diminuer la somme des |J,| d’au moins 2¢e. Nous laissons les détails au
lecteur. [J

Remarque. Si o est compléte, cette technique permet de montrer que tout
chemin 6 = M* est homotope soit & un chemin contenu dans une feuille soit a

un chemin transverse (selon que fw est nul ou non).
0

II1. Formes et classes de cohomologie faiblement complétes

Grace a une construction de [AL], nous avons:

Théoréme IIL.1. Toute classe de cohomologie non nulle Qe H'(M,IR)—{0} est
représentable par une forme (de Morse sans centre) faiblement compléte.
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Démonstration

Nous ne donnons qu’'une bréve esquisse, car c’est essentiellement la section 1.2
de [AL]. Soit BcM un bouquet de cercles tel que l'inclusion induise un
isomorphisme H'(M,R)— H'(B,IR), et soit Y un voisinage régulier de B. On
construit sur Y, dans la classe de cohomologie correspondant a Q, une forme
de Morse vérifiant FC5 par rapport a une courbe transverse C< Y (voir [AL]).

On étend ensuite cette forme en une forme de Morse w, sur M (pouvant
posséder des centres), et on considére I'union U des feuilles de w, qui rencon-
trent C. Si U=M —Singw,, on a fini. Sinon, soit L une feuille de la frontiére
de U. Alors LuSing w, est compact et sépare M en deux composantes; de plus
w, est exacte dans la composante &/ qui ne contient pas C. On modifie w,
dans un voisinage de o/ de fagon a faire disparaitre tous les centres (il y en a
au moins un), et aprés un nombre fini d’opérations on arrive a la forme sans
centre cherchée. []

Remarque. En fait toute forme de Morse sans centre w, peut étre jointe a une
forme faiblement compléte w, par un chemin de formes cohomologues, de
Morse, ayant toutes les mémes singularités. Ce chemin est du type w,=w,
+t-dg, ou g: M-IR est une fonction convenablement choisie, nulle aux
singularités de w, d’'indice différent de n—1, et prenant des valeurs trés grandes
aux singularités d’indice n—1.

Corollaire IIL2. Soit M" une variété fermée orientable, avec n=3. Tout homo-
morphisme surjectif n: n, M —Z se représente par une application p de M dans
un cercle, a singularités de Morse, telle que toutes les images réciproques p~'(c)
soient connexes.

Remarque. Uhypothése n=3 est en fait inutile.

Démonstration

Soit @ une forme faiblement compléte telle que [w]==. Lapplication p:

M-R/Z définie par p(x)=[w induit n; d’aprés FC1 elle est a fibres
connexes. [ *o

Nous allons maintenant étudier les formes qui ne sont pas faiblement
complétes, et caractériser les classes de cohomologie faiblement complétes (c’est
a dire dans lesquelles toute forme de Morse sans centre est faiblement
compléte). Nous énongons d’abord les résultats sans les démonstrations, en
commengant par les formes minimales.

Théoréme II1.3. Toute forme w minimale non faiblement compléte peut étre
approchée dans sa classe de cohomologie par des formes dont toutes les feuilles
réguliéres sont compactes, et aussi par des formes faiblement complétes (donc
minimales).
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Remarques. 1) Rappelons que w est de Morse sans centre, et que ’espace des
formes fermées sur M est muni de la topologie C* (ou C", r=1, cf. L.7).

2) Si au contraire @ est minimale et faiblement compléte, il en est de méme
pour les formes cohomologues a w et proches de w (cf. partie II).

3) Ce théoréme montre que, dans le théoréme 2 de [AL], on peut imposer
a o, et w; d’étre des perturbations de w,.

Corollaire 1. Soit ® une forme minimale telle que [I'’homomorphisme [w]:
n, M—IR ne puisse pas se factoriser par un groupe libre. Alors w est faiblement
complete.

Corollaire 2. Si p,,;: n,M—H, (M, Z)/torsion ne peut pas se factoriser par un
groupe libre, alors dans presque toute classe de cohomologie les formes minimales
sont faiblement complétes (en fait, toute forme minimale totalement irrationnelle
est faiblement compléte).

Remarque. Les corollaires 1 et 2 ci-dessus sont plus forts que les résultats de
[AL], qui montraient seulement 'unique ergodicite.

Corollaire 3. Soit w une forme de rang =2. Les conditions suivantes sont
équivalentes:

a) w n'est pas faiblement compléte.

b) w est approchable dans sa classe de cohomologie par des formes possédant
des feuilles compactes.

Soit Qe H'(M,R) de rang =2, et F,(2) 'espace des formes de Morse sans
centre représentant Q. Dans F,(€2), considérons les deux ouverts disjoints
FC(Q), constitué des formes faiblement complétes, et C(Q2), constitué¢ des for-
mes possédant des feuilles compactes.

D’aprés le corollaire 3, 'union de ces ouverts est dense (et méme C(£2)
= F,(@) ~F C():

Corollaire 4. Soit Qe H'(M,R) de rang =2. Génériquement, une forme de Morse
sans centre représentant Q ou bien est faiblement compléte ou bien posséde des
feuilles compactes. []

D’aprés le théoréme 1.1, on a toujours FC(Q)+ 0. Nous allons maintenant
déterminer pour quelles classes Q on a C(2)=0, c’est a dire FC(Q)=F, (Q).

Nous dirons qu'un homomorphisme de groupes p: n, M -G se factorise de
fagon non triviale a travers un Z°+Z" $'il existe un diagramme commutatif

VARY Al
/ B
ﬂIMM“;*"G

avec « surjective et a,b=1.

Théoréme IIL4. Soit QeH'(M,R)—{0}. Les conditions suivantes sont
équivalentes:
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1) Q rest pas faiblement compleéte.

2) Q: n; M—R se factorise de fagon non triviale a travers un Z°xZ°.

3) Q est représentable par une forme de Morse sans centre possédant une
feuille compacte qui sépare M.

Corollaire 1. S’il n’existe pas d’homomorphisme surjectif de 1M sur Z+Z (par
exemple si m, M est résoluble), toute forme de Morse sans centre sur M est
faiblement compléte. La réciproque est également vraie.

Corollaire 2. Si p,,;: n, M—>H, (M, Z)/torsion ne se factorise pas de fagon non
triviale par un Z*xZ°, presque toute classe Qe H'(M,R) est faiblement compléte.

Si au contraire il y a factorisation de p,,, aucune classe nest faiblement
compleéte.

Corollaire 3. Si KerQ, cKerQ, et si Q, est faiblement compléte, alors Q, lest
aussi.

Corollaire 4. Lensemble V(M) H'(M,R) —{0} des classes faiblement complétes
ne dépend que de m,M: si p: n,M,—>n, M, est un isomorphisme, alors
Pisomorphisme p*: H'(M,, R)— H'(M,, R) envoie V(M,) sur V(M,).

Remarques. 1. Si w posséde une feuille compacte séparant M, il en est de méme
pour toute forme cohomologue a w et proche de w; on ne peut donc pas
approcher w par des formes cohomologues faiblement complétes. 1l existe
d’ailleurs des formes w telles qu’aucune forme proche de w, cohomologue ou
non a w, ne soit faiblement compléte.

2. A une forme de Morse sans centre w on peut associer un entier d(w) =0,
qui est nul si et seulement si w est faiblement compléte; pour une forme
«générique», d(w) est simplement le nombre de singularités d’indice 1 (resp.
n—1) pour lesquelles il n’existe pas de lacet de connexion. On peut montrer
quil existe toujours un épimorphisme de n; M sur le groupe libre & d(w)+1
générateurs (ce qui généralise le corollaire 1 ci-dessus), et que pour une forme
minimale on a soit d(w)=0 soit d(w)=r(w)—1.

Nous allons maintenant montrer successivement les corollaires, puis les
théorémes I11.3 et I11.4.

Démonstration des corollaires

Pour montrer le corollaire 1 du théoréme III.3, soit @ minimale non faiblement
compléte. D’aprés le théoréme il existe une forme cohomologue & w dont
toutes les feuilles réguliéres sont compactes. On en déduit facilement ([AL],
lemme 2.2) que [w] se factorise par un groupe libre.

Pour le corollaire 2, soit w minimale totalement irrationnelle (cf. I.1). Si p,,
ne se factorise pas par un groupe libre, alors [w] non plus, et w est faiblement
compléte par le corollaire 1. On en déduit le corollaire 2 car presque toute
classe de cohomologie est totalement irrationnelle.

Pour montrer a=>b dans le corollaire 3, considérons une forme w qui n’est
pas faiblement compléte. Si @ est minimale, on applique le théoréme; si w
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possede des feuilles compactes, il n’y a rien a démontrer; sinon, il existe une
feuille L avec L USing w compact (cf. 1.3), et on applique 1.7.2.

Si au contraire w est faiblement compléte et de rang =2 (donc minimale),
nous avons déja remarqué que les formes cohomologues a w et proches de w
sont minimales.

Enfin les corollaires du théoréme IIl.4 se déduisent immédiatement de
I’équivalence 1<>2 du théoréme. []

Démonstration du théoréme I11.3

Soit @ une forme minimale. Pour chaque singularité s; d’indice n—1 de w,
fixons une petite boule B; autour de s;. Nous pouvons approcher w par des
formes cohomologues w,, comme dans 1.7.1, ou g: M—IR est nulle en dehors
des B; et prend en chaque s; la méme valeur négative —1,<0. Nous allons
prouver la premiére partie du théoréme en montrant que, si @ n’est pas
faiblement compléte, ces formes w, sont a feuilles régulieres compactes.

Soit C une courbe disjointe des B;, transverse & w. Nous I'identifions a un
cercle R/aZ grace a la mesure «de Lebesgue» induite par w. Cette courbe est
¢galement transverse a w,, et deux points de C qui sont sur la méme feuille de
o, sont aussi sur la méme feuille de w: puisque les g(s;) sont négatifs, on passe
de w & w, en «coupant» des feuilles dans les B; (cf. 1.7.2).

On a en fait plus: si deux points x et y de C sont sur la méme feuille de w,,
alors x+t et y+t sont sur la méme feuille de w pour tout te[0,7.]. En effet les
singularités coniques constituent le seul obstacle au relévement sur les feuilles
voisines d’'un chemin contenu dans une feuille (cf. démonstration du lemme
I1.3).

Remarquons enfin que nous pouvons supposer que C rencontre toute feuille
de w,: il suffit pour cela d'imposer a C de passer au moins deux fois pres de
chaque s;, de fagon qu’elle rencontre prés de s; chacun des bouts singuliers, et
de choisir les B, assez petits.

Considérons maintenant les pseudogroupes d’holonomie I'>7" induits sur
C par o et w, respectivement. Ce sont des pseudogroupes de rotations, en ce
sens que tout élément de I' (resp. I"”) est, sur chaque composante de son
domaine de définition, la restriction d’'une rotation de C.

Lorbite d’'un point xeC par I' ou I”, notée I'(x) ou I"(x), est égale a
lintersection avec C de la feuille de @ ou w, passant par x. Comme w est
minimale, I' agit minimalement, c’est a dire que toute orbite I'(x) est dense.

Grace aux caractérisations FC3 et FCS5 des formes faiblement complétes
(voir prop. IL.1), on voit facilement que w est faiblement compléte si et seule-
ment si I' est un groupe de rotations, c’est a dire si yel'(x)=>Ryel'(Rx) pour
toute rotation R de C; une caractérisation équivalente est qu’il existe un sous-
groupe G du groupe des rotations de C, tel qu'un homéomorphisme y: U—-V
entre ouverts de C soit dans I' ssi, pour toute composante U’ de U, y|, est la
restriction d’un élément de G.

Nous voulons montrer que, si w n’est pas faiblement compléte, les feuilles
réguliéres de w, sont compactes. Supposons le contraire. Comme C rencontre




652 G. Levitt

toute feuille de ng’ elle rencontre une composante minimale W de w,, et toute
orbite de I" dans Wn C est localement dense. Il ne nous reste donc qu’a
montrer le lemme suivant:

Lemme IILS. Soit I' un pseudogroupe de rotations d’un cercle C, et I''<I" un
sous-pseudogroupe. On suppose qu’il existe 1>0 tel que, si x et y sont dans la
méme orbite de I'', alors x+t et y+t sont dans la méme orbite de I' pour tout
te[0,7]. Si I' agit minimalement et si I'' posséde une orbite localement dense (en
particulier si I agit minimalement), alors I" est un groupe de rotations.

Remarque. En particulier, un pseudogroupe qui contient une rotation irration-
nelle définie sur tout le cercle est un groupe de rotations.

Démonstration

Supposons d’abord que I'" posséde une orbite dense et que, si x et y sont dans
la méme orbite de I'’, alors x+t et y+t sont dans la méme orbite de I' pour
tout telR. Il existe alors dans le groupe des rotations de C un sous-groupe
dense G, tel que xeC et RyeGy=R,xel(x).

Soit y un élément de I, défini sur un intervalle ouvert I = C, et appelons R
la rotation dont y est la restriction. Etant donné ye C, soit R, G, avec R,yel
On a alors Ryyel'(y), doi RR,yel'(y) et Ry=R;"' RR,yel(y), ce qui montre
que I' est un groupe de rotations.

Passons maintenant au cas général. Soit J = C un intervalle dans lequel une
orbite I''(p) est dense, et soient a, b deux points de J nI"'(p) dont la distance est
<1. On vérifie que I' et I induisent sur le cercle C=[a,b]/a~b des pseudo-
groupes I et I”.

Le choix de a et b entraine de plus que I' et I vérifient sur C les

hypothéses du cas particulier ci-dessus, donc que I" est un groupe de rotations.
De la minimalité¢ de I on déduit que I" est aussi un groupe de rotations. []

Pour la deuxieme partie du théoréeme IIL.3, approchons w par des formes
w,, ou maintenant g prend en chaque s; la méme valeur positive t,. On voit
que o, est faiblement compléte en appliquant de nouveau le lemme IIL5, mais
cette fois-ci I'" est le pseudogroupe d’holonomie de w et I' celui de w,. [

Démonstration du théoréme 111.4

Soit QeH'(M,RR)—{0}, et [*'<M" une sous-variété compacte, connexe,
orientable, sans bord, de codimension 1. Nous dirons que L est Q-exacte si 2
induit sur L la classe nulle. Par exemple, une feuille compacte d’'une forme
représentant Q est une sous-variété Q-exacte.

Une sous-variété Q-exacte L est triviale si ou bien L sépare M et Q induit
la classe nulle dans une des deux composantes de M —L (par exemple si L est
une sphére bordant une boule), ou bien r(2)=1 et L est Poincaré-duale d’un
multiple non nul de Q (i.e. Q(u) est proportionnel au nombre d’intersection
algébrique de ueH,(M, Z) avec L).
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Notons que, §’il existe une sous-variété Q-exacte non triviale L, il en existe
aussi une qui sépare M: si L ne sépare pas, on choisit un chemin 0 d’intégrale
non nulle coupant L en exactement un point (transversalement), et on remplace
L par le bord d’un voisinage régulier de L U 0.

Nous pouvons maintenant énoncer une quatrieme condition équivalente a
celles du théoréme I11.4:

4) Il existe une sous-variété Q-exacte non triviale.

La démonstration du théoréme va consister a prouver successivement
1=4=2=4=-3 (bien siir 3=-1 est trivial).

Démonstration de 1 =4

Supposons #(2)=2 (nous laissons au lecteur le cas facile ou r(Q)=1). Si Q n’est
pas faiblement compléte, alors d’aprés le corollaire 1 du théoréeme II1.3 on peut
la représenter par une forme de Morse sans centre w possédant une feuille
compacte L.

Cette feuille définit une sous-variété Q-exacte, qui ne peut pas étre triviale:
si L séparait M et si @ €tait exacte dans une composante de M —L, alors @
devrait posséder un centre dans cette composante. []

Démonstration de 4=2

Soit L une sous-variété Q-exacte non triviale. D’aprés ce qui précede nous
pouvons supposer que L sépare M. Le groupe fondamental de I'espace M/L
obtenu en écrasant L en un point est de fagon naturelle un produit libre G*G/,
et on a une factorisation

GG’
T
Ty M —5—>]R

Puisque L n’est pas triviale, §,(G) et ,(G’) ne sont ni 'un ni 'autre réduits
a {0}, et on factorise f, par

(G/G nKer B,)*(G'/G' nKer B,)~Z*+Z". []

Démonstration de 2=>4

Lemme IIL6. S’il existe une factorisation
yASY/A
@ B

nlML»]R




654 G. Levitt

(o surjective, a, b= 1), alors il en existe aussi une pour laquelle B est injective sur
chacun des facteurs Z° et Z°.

Démonstration

Si ni B(Z°) ni B(Z°) n’est réduit a {0}, on factorise simplement par
(Z°/Z° ~ Ker B)*(ZP/Zb ~ Ker p).

Sinon, nous pouvons supposer B(Z%)={0} et B(Z’) isomorphe & Z*, b’ >1.
Soit p,: Z°—Z un épimorphisme. On commence par factoriser f a travers
’homomorphisme surjectif p: Z°% Z® — Z*(Z'/Z® ~ Ker f)~Z+Z" obtenu a par-
tir de p, et de la projection canonique.

On remarque ensuite qu’il existe un automorphisme g de Z*Z* qui induit
I'identité sur Z* et envoie un générateur z du facteur Z sur zu, ou ueZ’ est
non nul. On en déduit la factorisation cherchée, avec o =gopoa (voir
diagramme).

Z°+ 7"
o B p

M2 SR Z+Z"
N 4

)
]
h y
ol N p o~/g
N |
N
N

.
Z+Z" O

Pour montrer 2=>4, nous partons donc d’une factorisation de Q par Z°+Z?,
avec f injective sur chacun des facteurs. Nous commengons par le cas ou
rQ)=2.

Soit H Pespace obtenu a partir d’'un segment J =[0, 1] et de tores T° et T®
en identifiant une extrémité de J avec un point de T° et l'autre avec un point
de T®. Cest un K(Z*+Z", 1), et nous pouvons représenter o par une application
p: M—H.

Soit ceJ une valeur réguliére. Alors p~!(c) est une collection finie non vide
de sous-variétés Q-exactes, et nous choisissons p et ¢ de maniére a en minimi-
ser le nombre. Nous allons conclure en montrant que les composantes de
p~1(c) ne sont pas toutes triviales.

Supposons au contraire qu’elles le soient. Il existe alors une composante &/
de M —p~(c), sur laquelle Q est exacte, et dont 'adhérence ne contient qu'une
seule composante T de p~!(c). Pour tout lacet v contenu dans ./, I'image p(v)
représente un ¢élément de Ker f<n, H; de plus p(v) est librement homotope a
un lacet contenu dans T* ou T®.

Puisque B est injective sur chacun des facteurs Z* et Z°, on en déduit que
p(v) est homotope a 0 dans H. Ceci permet de modifier p au voisinage de .2,
sans changer lapplication induite sur le =,, de fagon a retirer de p~'(c) la
composante T. On contredit ainsi le choix de p et c.
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Considérons maintenant le cas ou r(Q2)=1. Nous avons alors a=b=1, et
nous représentons « par une application p de M dans un bouquet de deux
cercles orientés C, v C,. Soit ceC, une valeur réguliére; p~'(c) est une collec-
tion non vide de sous-variétés Q-exactes, et nous affirmons qu’elles ne sont pas
toutes triviales.

Supposons le contraire. Il existe alors teR tel que, pour tout lacet v dans
M, le nombre de passages de p(v) en ¢ soit égal a t Q2(v); le nombre de passages
est bien sir compté algébriquement, en comparant le sens de passage de p(v)
en ¢ et Porientation de C,. On obtient la contradiction cherchée en considérant
un lacet v, tel que p(v,) soit librement homotope a C, (ce qui donne t=0), et
un lacet v, tel que p(v,) soit homotope a C, (ce qui donne t+0). []

Démonstration de 4=3

Si Q vérifie 4, il existe dans M une sous-variété Q-exacte non triviale L qui
sépare M. Nous cherchons a représenter Q par une forme de Morse sans centre
dont L soit une feuille. En considérant séparément 'adhérence de chaque
composante de M —L, nous sommes ramenés au lemme suivant.

Lemme IIL.7. Soit o' une 1-forme fermée sur une variété compacte orientable P"
dont le bord est non vide et connexe (n=3). On suppose que ' West pas exacte,
mais que la forme induite sur 6P lest. Alors w' est cohomologue d une forme de
Morse sans centre dont P est une feuille sortante (resp. rentrante ).

Par feuille sortante (resp. rentrante), nous voulons dire que 6P est une
feuille le long de laquelle l'orientation transverse du feuilletage pointe vers
I’extérieur de P (resp. vers l'intérieur).

Démonstration

On raisonne comme dans la démonstration du théoréme III.1, et nous nous
bornons a signaler les différences.

Le bouquet de cercles B est choisi de fagon qu’il y ait un isomorphisme
H!'(P,56P;R)—H'(B,IR). Aprés avoir construit la forme au voisinage de B, on
choisit un chemin orienté 6 allant d’'un point de C (courbe transverse coupant
toute feuille de la forme définie sur Y) & un point de dP; dans Y ce chemin
doit étre transverse au feuilletage, dans le sens positif (resp. négatif) si 'on veut
OP sortant (resp. rentrant).

Lextension w, est construite de fagon que dP soit une feuille et que 6 soit
transverse, et on élimine les centres en considérant I'union U des feuilles
rencontrant Cuf. [J

IV. Structure transverse et n, des feuilles

Nous établissons ici des critéres pour qu’une forme soit faiblement compléte ou
compléte (propositions IV.1 et IV.6). Etant donné une forme w, soit £ (w) le
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plus petit sous-groupe distingué de m, M contenant, pour toute feuille L,
I'image de 'homomorphisme n, L—n; M induit par I'inclusion. On a bien sir
L(w)=Ker[w].

Proposition IV.1. Une forme de Morse sans centre w est faiblement compléte si
et seulement si ¥ (w)=Ker[w].

Remarque. Si w est faiblement complete, le quotient 7, M/.% (@) est donc abélien
libre. Si au contraire @ n’est pas faiblement compléte, on peut montrer que ce
quotient est un produit libre non trivial de groupes abéliens libres.

Corollaire IV.2. Soit w une forme de Morse sans centre, de rang r(w)=2. Les
conditions suivantes sont équivalentes:

1) w est faiblement compléte.

2) Il existe une feuille L telle que Ker[w] soit le plus petit sous-groupe
distingué de n, M contenant I'image de m, L.

3) Pour toute feuille L, Ker[w] est le plus petit sous-groupe distingué de
n, M contenant I'image de m, L.

Corollaire IV.3. Soit w comme dans le corollaire IV.2. Si w posséde une feuille
simplement connexe, alors ou bien n, M est abélien libre de rang r(w) ou bien il
existe un épimorphisme de n, M sur Z+Z.

Nous démontrons d’abord les corollaires.

Démonstration du corollaire 1V.2

Les implications 3=>2=>1 sont vraies méme si r(w)=1: 3=-2 est trivial, et 2=1
résulte immédiatement de la proposition. Pour 1=3, on remarque qu’une
forme faiblement compléte de rang =2 est minimale, et donc que pour toute
feuille L le sous-groupe distingué de n; M engendré par I'image de n, L est égal

afw). O

Remarque. 11 existe des formes faiblement completes de rang 1 pour lesquelles 3
est faux.

Démonstration du corollaire IV.3

Il résulte immédiatement du corollaire IV.2 (1=3) et du corollaire 1 du
théoréme 111.3. [J

Démonstration de la proposition 1V.1

La partie «seulement si» résulte immédiatement du lemme II.3, compte tenu
de 'inclusion évidente A" < ¥ (w).
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Pour la réciproque, considérons une forme w, et une primitive f: M—R de
P*w (cf 1.5). Rappelons que nous notons M _ —w,c louvert f1Q—o0,c[); de
méme Mc o =f"'(J¢, + w[). Dans le lemme suivant nous ne supposons rien
sur les singularités de w.

Lemme IV4. Soit w une forme non exacte. Pour tout ceR, chacun des ouverts
M_ et M . Dosséde exactement une composante sur laquelle f west pas

w,c

bornée.

Démonstration

Soit @’ une forme de Morse sans centre, faiblement compléte, cohomologue a
o (cf. théoréme I11.1). Le lemme est vrai pour o', puisque o’ vérifie FC4.

Soit f': M—IR une primitive de p*w’. Nous savons que f” —f est bornée
(cf. L5), et on en déduit facilement que le lemme est également vrai pour

w. [

Remarque. On peut montrer ce lemme sans faire appel au théoréme III.1, par
exemple en utilisant une forme harmonique cohomologue a w.

Du lemme IV.4 on déduit:

Corollaire IV.5. Soit w une forme de Morse sans centre. Pour tout ceR, les
ouverts M _ . et M, sont connexes.

Démonstration

Cela résulte du lemme IV.4 et du fait que, pour une forme de Morse sans
centre, tout point de M* appartient a I'image d’'un plongement i: IR —M* tel
que foi=idy (voir 1.6). [

Terminons maintenant de montrer la proposition IV.1. Soit w une forme de
Morse sans centre, non faiblement compléte. Il existe un niveau f~!(c)nM*
possédant au moins deux composantes T; et T,. Le corollaire IV.5 nous permet
de construire dans M* un lacet rencontrant chaque 7; en exatement un point
(et transversalement). La projection de ce lacet dans M représente un élément
de Ker[w] qui ne peut pas étre dans L(w). [

Proposition IV.6. Soit w une forme de Morse sans centre. Les conditions suivan-
tes sont équivalentes:

1) w est compleéte.

2) Il existe une feuille L telle que la suite n L—»n1 ML R soit exacte.

3) Pour toute feuille L, la suite n; L—m, ML R est exacte.

4) Pour un (donc tout) ceR, Ies ouverts connexes M_ . et M

u o+ engen-
drent m, M.

Comme d’habitude, f: M—IR est une primitive de p*w. Nous disons
qu'une sous-variété T M engendre myM si Iinclusion induit une surjection
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o0, C

n,T-n M. Si M_, . engendre m; M, il en est de méme pour tout M_
¢, Par une transformation convenable

puisque M_ _ . contient I'image de M _
du revétement.

0

Démonstration de la proposition IV.6

Nous montrons successivement 1=-2=4=-3=-1. Limplication 1=-2 est claire
puisqu’une forme compléte vérifie C1. Si d’autre part L est une feuille telle que
I'image de =, L dans n; M soit égale a Ker[w], n’'importe quelle composante de
p~Y(L) engendre 7, M et est contenue dans un f~!(c); ceci montre 2=4.

Pour 4=>3, nous considérons une composante T d’'un f~'(c)nM*, et nous
devons montrer quelle engendre m, M. Largument est classique (cf. [Hem]
pp. 105-106), et nous ne faisons que I’esquisser.

Prenons un point base xeT, et un élément eem, (M, x). L’hypothése 4 nous
permet de représenter e par deux lacets e* < f!([c, + o) et e~ f (]
— o0, c]). On considére une homotopie entre e* et e~ dans M*, et on conclut
en étudiant la trace sur T de cette homotopie.

Supposons enfin que w vérifie 3. Si un chemin 6 = M* est d’intégrale nulle,
ses extrémités peuvent étre jointes par un chemin 6, contenu dans une feuille L
(car d’apres la proposition IV.1 la forme w est faiblement compléte). D’aprés 3,
le lacet formé par 6 et 6, est homotope a un lacet de L, ce qui signifiec que 6
est homotope (a extrémités fixes) a un chemin contenu dans L. [J

Remarque. On peut prouver 3=>1 directement, sans passer par la proposition
IV.1: on montre successivement que toute feuille est coupée par une transver-
sale fermée, puis que w vérifie C2. Cette démonstration marche encore si on
suppose seulement que pour toute feuille L I'image de =, L contient le sous-
groupe des commutateurs de 7, M (en fait @ est compléte dés qu’il existe une
feuille L telle que I'image de n, L contienne le sous-groupe des commutateurs).

V. Classes de cohomologie complétes

Léquivalence 1<>4 de la proposition IV.6 va nous permettre de montrer que la
complétude ou la non-complétude d’'une forme ne dépend que de sa classe de
cohomologie.

Théoréme V.1. Soient w et o' deux formes de Morse sans centre, cohomologues.
Alors w' est compléte si et seulement si w est compléte.

Démonstration

Supposons « compléte, et montrons que o' lest aussi. Soient f et f’ des
primitives de p*w et p* w' respectivement, et A>Hf—f/|1w. Pour ceR, on a
' 0—w,c—ADe = 0 —o0,¢) et f~(e+4, +oo)ef ~'(e, + ), dou
le résultat. [
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Remarques. D. Hen¢ a montré dans [Hen] qu'une forme o de Morse sans
feuille compacte, cohomologue a une forme minimale non singuliére, est mini-
male et uniquement ergodique. Sa démonstration donne en fait la complétude
de w, et peut se généraliser en une démonstration du théoréme V.1.

On peut imaginer d’autres propriétés des formes fermées ne dependant que
de leur classe de cohomologle Par exemple on peut demander que les M e
et les M, 1+ engendrent H, M (i=2), ou représentent toute classe d’homotopie
libre de lacets. On peut egalement considérer séparément les M_ —w,c €L les
Mc&w, ou bien remplacer M par d’autres revétements (par exemple celui
correspondant au sous-groupe des commutateurs de n; M, ou au noyau de p,,).

Théoréme V.2. Soit w une forme de Morse sans centre. Si Ker[w] est de type
fini, alors w est compléte. La réciproque est vraie si w est de rang 1.

Démonstration

Elle utilise un petit argument bien connu (cf. [Hem] p. 105) Si Ker[w] est de
type fini, il existe un compact K =M qui engendre n, M. Soit /2 M—R une
primitive de p* w, et celR. En appliquant & K des transformations convenables
du revétement, on peut I'envoyer dans M_w_c ou dans M, , .. Daprés la
proposition IV.6, la forme w est compléte.

Réciproquement, soit @ compléte de rang 1, et L une feuille réguliére de w.
D’apres la proposition IV.6 (1=>3), Ker[w] est 'image de =, L dans =, M; il est
de type fini car L est compacte. []

Remarque. La réciproque peut étre fausse si r(w)=2. 1l existe sur certaines
variétés de dimension 3 des formes w et o’ totalement irrationnelles (donc
telles que Ker[w]=Ker[w]=Kerp,), avec w compléte mais pas o' (cf.
[Th 1], et la discussion ci-dessous sur la dimension trois).

Du théoréme V.2 on déduit immeédiatement:

Corollaire V.3. Si le noyau de p,,: 1y, M —H, (M, Z)/torsion est de type fini, toute
forme sur M est compléte. []

Corollaire V.4. Si n, M est abélien, ou nilpotent, ou contient un sous-groupe
polycyclique d’indice fini, toute forme sur M est compléte. []

Remarques. Comme nous I'a fait remarquer E. Ghys, le corollaire V.4 ne
s’étend pas au cas résoluble. Par contre nous pouvons montrer que toute forme
sur M est compléte si 7; M ne contient pas de sous-monoide libre non abélien
(en particulier si m; M est a croissance sous-exponentielle). En fait, d’apres le
théoréme Bl de [BNS], les variétés sur lesquelles toute forme est compléte
sont exactement celles avec Kerp, de type fini (ou de fagcon équivalente
[n, M, =, M] de type fini).
Le cas ou ; M est abélien a été traité par Imanishi [Im2].

Considérons maintenant dans H'(M,R)—{0} Pensemble U(M) formé des
classes de cohomologie complétes.
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Théoréme V.5. U(M) ne dépend que de m, M : si p est un isomorphisme de n, M,
sur my M,, alors p*: H'(M,, R)—>H"'(M,,R) envoie U(M,) sur U(M,). En parti-
culier, U(M) est laissé invariant par Paction sur H'(M,R) du groupe des auto-
morphismes de n, M.

Démonstration

Considérons deux classes Q,eU(M,) et Q,=p*Q,eH'(M,;,R). Nous devons
montrer Q,eU(M,). Pour i=1 ou 2, représentons Q; par une forme de Morse
sans centre w; sur M;. Considérons comme d’habitude le revétement p;:
M;— M; et une primitive f; de p¥ w,.

Soit K;= M, le 2-squelette d’une triangulation de M,, et K,=p;'(K,) celui
de la triangulation induite sur M,. Puisque les inclusions K, = M, induisent des
isomorphismes sur le n,, 'isomorphisme p~': n, M,—r, M, induit un isomor-
phisme de n, K, sur 7, K,, que nous pouvons représenter par une application
g: K,—K,. Choisissons un relevé ¢§: K,—K,, et considérons f;o8: K,—R.

La différence fiog —f,: K, >R est laissée invariante par les transformations
du revétement p,. Elle est donc bornée, et nous choisissons A>Hf;og‘—f2]|w.
D’autre part, puisqu’il n’y a qu'un nombre fini de simplexes dans M,, il existe
un nombre B tel que |f;(x)—f,(y)|<B dés que x et y sont des points de M,
appartenant au méme simplexe.

Soit maintenant celR, et fixons un point base xzrele2 tel que f;(x2)<c—A
—B. Soit eem,(M,, x,). Puisque w, est compléte, nous pouvons représenter e
par un lacet v, (basé en x,) contenu dans f,"'(]—oco,c—A—B[). Soit M,(e)
I'union des simplexes qui rencontrent v,. Alors v, est homotope dans M,(e) &
un lacet v,cK,. D’aprés le choix de A et B, on a v,cfy '(]—o0,c—A[)
=(fi08)~' (0 -0, D). )

Le lacet g(v,), basé en g(x,), représente g, (e) et est contenu dans f;~'(]
— 0, c[). Puisque e était quelconque, nous voyons que f;~!(] — o, c[) engendre
7, M,. On montre de méme que f; !(J¢, + co[) engendre 7, M,, et donc que w,
est complete. []

Remarque. Plus généralement, si p: n, M, —>n; M, est un épimorphisme et si
Q,=p*Q, est complete, alors 2, est complete.

Théoréme V.6. Lensemble U(M)c H'(M,R)—{0} des classes complétes est un
cone ouvert. Une classe rationnelle Qe H(M, Q) — {0} est dans U(M) si et seule-
ment si le noyau de Q: n1, M —-Q est de type fini.

Démonstration

Il est clair que U(M) est un cone (i.e. QeU(M) et teR*=tQeU(M)). D’autre

part la deuxiéme assertion est simplement une reformulation du théoréme V.2.
Il reste a voir que U(M) est ouvert. La raison essentielle en est que la

propriété C2 (voir proposition I1.2) est préservée par perturbation de w (cf.
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[.7.3). Pour le lecteur que cet argument ne satisferait pas, nous procédons
comme suit.

Soit Q,,...,Q, une base de H'(M,Z), et H,=p;'(c). ou p: M-S
représente Q; et ¢;eS' est une valeur réguliére. On peut représenter chaque €,
par une forme w; qui est nulle en dehors d’un voisinage arbitrairement petit U,
de 'hypersurface H;.

Soit w une forme compléte de Morse sans centre. Supposons d’abord n=5.
Dans ce cas les lacets de connexion y; (homotopes a 0) associés aux singularités
coniques s; de w bordent des disques plonges disjoints D;, et on peut par
isotopie supposer que les U sont disjoints des D; et de Sing w.

q
Si les réels a; sont assez proches de 0, la forme w+ ) a;w; a les mémes
singularités que w, et est donc compleéte (elle vérifie C2). i=!
Pour le cas ou n=3 ou 4, nous utilisons le théoréme V.5, qui identifie U(M)
AaUMxS?. O

Du théoréme V.6 on déduit immédiatement un résultat de W. Neumann
[Ne]:

Corollaire V.7. Soit G un groupe de présentation finie. Dans Hom(G, Q) — {0},
les homomorphismes dont le noyau est de type fini forment un ouvert. []

Remarques. La topologie sur Hom(G, Q) est bien slr celle de la convergence
uniforme sur un systéme fini (quelconque) de générateurs.

En utilisant des formes non singuliéres, D. Fried et R. Lee ont montré
qu'avoir un noyau de présentation finie est €galement une propriété ouverte [FrL].

Corollaire V.8. Il existe sur M une forme compléte si et seulement si il existe un
épimorphisme de n; M dans Z dont le noyau est de type fini. []

Remarque. Lexistence sur M d’une forme compléte équivaut aussi a I’existence
dans 7; M d’un sous-groupe distingué de type fini, d’indice infini, et contenant
Ker p,, (ou contenant simplement le sous-groupe des commutateurs). Elle im-
plique que Kerp,, est lintersection d'une famille finie de sous-groupes
distingués de type fini, et que presque toute classe de cohomologie est faible-
ment complete.

Appelons U'(M) le cone ouvert des Qe H'(M,R)—{0} tels que toute classe
rationnelle assez proche de Q soit compléte. D’aprés le théoréme V.6 on a
U(M)c U'(M), et ces deux cdnes ouverts contiennent exactement les mémes
points rationnels.

Malheureusement l'inclusion U(M)< U’(M) peut étre stricte: on déduit de
[BNS] (section 8) des exemples ou U'(M)=H'(M,R)— {0}, alors que H (M, R)
—U(M) se compose de deux droites ne contenant aucun point rationnel (a
part 0). Il existe ainsi des variétés sur lesquelles certaines formes ne sont pas
complétes bien que toute forme de rang 1 le soit.

Nous allons voir cependant qu’on a toujours U(M)=U’'(M) si n; M est le
groupe fondamental d’une variété de dimension 3. Cela résultera du théoréme de
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fibration de Stallings [St], et de la description due & Thurston ([Th1], [Fr]) du
cone ouvert €(N)=H'(N3 R)—{0} formé des classes représentables par une
forme non singuliére sur une variété N3 irréductible (en fait €(N)=U(N), voir
ci-dessous). Bien slr toutes les variétés considérées ici sont fermées et
orientables.

D’une fagon générale, le théoréme V.2 nous permet de représenter tout
épimorphisme n: 7, M"—>Z avec Kern de type fini, par une application p:
M—S' telle que pour tout ceS' I'image réciproque p~'(c) soit connexe et
engendre Ker z (i.e. la suite n,(p~*(¢))>n, M "> Z est exacte).

Malheureusement nous ne pouvons pas en général espérer que I'application
n,(p~!(c))—>m, M soit injective, car par exemple Kern n’a aucune raison d’étre
de présentation finie.

La situation est bien meilleure si M est une variété irréductible de dimen-
sion 3; dans ce cas le théoréme de Stallings dit que = est représentable par une
fibration, ou en d’autres termes que toute forme compléte de rang 1 est
cohomologue a une forme non singuli€re.

Nous allons en fait déduire de la théorie de Thurston que le méme résultat
est vrai si le rang est >1: sur toute variété N3 irréductible. on a €(N)=U(N):
une forme est compléte si et seulement si elle est cohomologue a une forme non
singuliére.

Thurston définit pour toute variété N3 irréductible une semi-norme sur
H'(N,R) (pour simplifier la discussion, nous supposerons que c’est en fait une
norme). La sphére unité de cette norme est un polyédre a sommets rationnels,
et Thurston montre que %(N) est une union de cdnes sur certaines faces
ouvertes X, (de dimension maximale) de ce polyedre.

On en déduit que ¥(N)=U(N). Bien sir ¥(N)<U(N). Si d’autre part
Q¢%(N), la structure de ¥(N) impose I'existence arbitrairement prés de Q de
classes rationnelles qui ne sont pas dans ¥(N), donc pas dans U(N); ceci
empéche Q d’étre dans U(N).

On a également U’'(N)=U(N): ceci résulte de la structure polyédrale de
U(N)=%(N).

Si d’autre part M3 est une 3-variété quelconque, et si m; M n’est pas
isomorphe a un n; N3, avec N irréductible, alors ou bien U(M)=@, ou bien
n,M~Z ([Hem], lemmes 10.1 et 11.2). On a donc toujours U(M)=U'(M) si M
est de dimension 3.

Exemple: formes complétes sur M, x M,

Considérons une variété produit M"=M, x M,. Si w, (resp. w,) est une forme
de Morse sans centre sur M, (resp. M,), alors 0fw, + 6% w, est une forme de
Morse sur M dont toutes les singularités ont un indice compris entre 2 et n—2
(0, est bien sir la projection de M sur M,); c’est donc une forme compléte.

Cette remarque montre le fait suivant, qui est d’ailleurs vrai si G, et G,
sont seulement de type fini: soient G, et G, deux groupes de présentation finie,
et 1: G, x G,—Z un homomorphisme; si ni n(G,) ni n(G,) West réduit a {0},
alors Kern est de type fini.
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On peut en fait déterminer complétement U(M, x M,) en fonction de U(M,)
et U(M,): les formes non complétes sur M, x M, sont exactement celles pour
lesquelles w|M,; est exacte et w|M, non compléte, ou vice-versa. D’aprés le
théoréme V.5, cette description de U(M) se généralise a toute variété dont le T,
est un produit direct.

Caractérisations algébriques de U(M)

Nous avons vu que U(M) ne dépend que de G=n; M. On peut en donner
plusieurs définitions algébriques. Nous en esquissons trois ci-dessous.

a) Soit G'=G le sous-groupe des commutateurs. Etant donné un homomor-
phisme Q: G- R, soit G,<=G le sous-monoide formé des g tels que 2(g)=0.
On appelle X ’ensemble des homomorphismes non nuls Q: G—R possédant la
propriété suivante: il existe un sous-groupe de type fini H<=G’, et un sous-
monoide de type fini J =G, tels que tout geG’ soit un produit d’¢léments de
la forme j='hj, avec heH et jeJ.

On déduit alors de [BNS] (cf. [Si]) que QeH'(M,R)—{0} appartient a
U(M) si et seulement si 2 et —Q appartiennent a 2.

b) A une présentation de G avec p générateurs et g relations est associée
une suite exacte de A-modules A9—>AP—>A, ou A=Z[G]. Etant donné Q:
G—-R, on appelle A, 'anneau des séries formelles an-g (g€G, n,eZ) telles

que, pour tout ceRR, 'ensemble des g tels que n,+0 eth(g)>c soit fini.

On montre [Si] que QeH'(M,R)—{0} est dans U(M) si et seulement si les
deux suites A{—>A[—A, et A7 ,—»A” ,—>A_, obtenues par extension des
scalaires sont exactes.

¢) D’aprés [Me], QeH'(M,R)—{0} n’est pas dans U(M)<>G a une infinité
de bouts dans la direction Q ou dans la direction —Q. De fagon explicite, Q
n’est pas dans U(M) ssi il existe une partie Q <G telle que ni 2(Q) ni (G —Q)
ne soit majoré (resp. minoré) dans R, mais que Q(Q AQg) soit majoré (resp.
minoré) pour tout geG (A est la différence symétrique).

Mentionnons pour finir deux résultats de [BNS]. Si n, M admet une
présentation par p générateurs et g relations, avec g<p—2, alors U(M)=9. Si
par contre m; M ne contient pas de sous-groupe isomorphe a Zx*Z, et si
b, M =2, alors U(M)=*0.

VI. Généralisation

Le but de cette partie est d’étendre nos résultats aux formes de Morse pouvant
posséder des centres, et plus généralement aux formes w dont le lieu singulier
est de codimension =3; de fagon précise, nous supposons que Singw est
contenu dans une réunion finie de sous-variétés compactes de codimension au
moins 3.

Notons qualors m; M* est isomorphe a n; M, et donc que N(w) (union des
feuilles L telles que LU Sing w ne soit pas compact) est ouvert ([Ha], théoréme
p. 386). Nous notons N(w)/w I'espace des feuilles de N(w).
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Remarque. Certains de nos résultats sont probablement des cas particuliers de
résultats valables pour les formes non singuliéres sur les variétés ouvertes (cf.
[Im2], [Me]).

Vla. Formes faiblement complétes

Dans la partie III nous avons caractérisé¢ algébriquement les classes de coho-
mologie dans lesquelles toute forme de Morse sans centre est faiblement
compléte. Nous allons maintenant étudier les formes plus générales contenues
dans ces classes.

Théoréme VIL.1. Soit w une forme dont le lieu singulier est de codimension au
moins 3. On suppose que  est de rang au moins 2, et que [w]: 1, M >R ne se
factorise pas de fagon non triviale par un Z°xZP. Alors Pouvert N(w) est non
vide, connexe, et Iespace des feuilles N(w)/w s’identifie d R/P(w) (au sens de la
proposition II.1).

Remarque. Ce théoréme peut étre faux si Singw est de codimension 2; il ne
semble pas admettre de bonne généralisation au cas ou r(w) =< 1.

Si w est comme dans le théoréme VL1, le feuilletage induit sur N(w) est
minimal et uniquement ergodique. En particulier toute feuille de w est fermée
(dans M*) ou localement dense, c’est a dire que w n’a pas de feuille exception-
nelle. Nous obtenons donc:

Corollaire V1.2. S’il v’y a pas d’homomorphisme surjectif de n, M dans Z+Z, une
forme sur M dont le lieu singulier est de codimension =3 wa pas de feuille
exceptionnelle.

On ignore si une forme fermée sur une variété compacte peut avoir des
feuilles exceptionnelles (cf. [Im1] et [Me]).

Faisons encore quelques remarques sur le théoréme VI.I avant de le
démontrer.

Comme pour les formes de Morse sans centre, on peut exprimer la conclu-
sion N(w)/o~R/P(w) du théoréme sous d’autres formes (cf. proposition 11.1):
tout chemin d’intégrale nulle a extrémités dans N(w) a ses extrémités sur la
méme feuille; dans M, tous les niveaux f~!(c)np~'(N(w)) sont connexes; il
existe une courbe fermée transverse C < N(w) coupant toute feuille de N(w),
telle que deux points quelconques de C dont la distance est une période soient
sur la méme feuille.

Les formes w du théoréme VI.I méritent d’€tre appelées faiblement
complétes; en effet elles possédent les deux propriétés suivantes, que nous
prenons comme définition générale des formes faiblement complétes (de rang
=2):

- si L est une feuille avec LuSingw compact, alors L sépare M en deux
composantes, et w est exacte dans 'une d’elles;

- N(w)/o~R/P(w).
Bien sfr cette définition coincide avec celle de la partie I pour les formes
de Morse sans centre. Intuitivement, une forme faiblement compléte se compo-
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se d’un noyau N(w) dans lequel tout se passe comme pour une forme de Morse
sans centre faiblement compléte, et d'appendices de feuilles fermées greffés sur
ce noyau.

Démonstration du théoréeme VI.1

Quitte a considérer M xS? au lieu de M, nous pouvons supposer n=5.
Lhypothése sur Singw nous permet de trianguler M de fagon que le 2-
squelette soit disjoint de Singw. Le bord d’un voisinage régulier de ce 2-
squelette fournit alors une sous-variété V"< M", disjointe de Singw, telle que
Iinclusion induise un isomorphisme =, V~n, M (Cest ici que nous utilisons
n=5).

En bougeant un peu V nous pouvons supposer que o induit sur V une
forme de Morse @' (pouvant avoir des centres) dont les singularités sont sur
des feuilles distinctes de .

Lhypotheése de non-factorisation faite sur [w] entraine qu’il n’existe pas
dans V de sous-variété [w']-exacte non triviale (au sens de la partie I11); on en
déduit que N(w’) est non vide, connexe, et que toute période est I'intégrale de
' sur un lacet contenu dans N(w').

Soit C= N(w') une courbe transverse, et X un champ de vecteurs sur M
—Singw tel que w(X)=1 et que C soit une orbite. Puisque V est compact, il
existe >0 tel que le flot ¢,(x) de X soit défini pour tout xeV et te[0, t].

Ceci nous permet d’appliquer le lemme IIL5, en prenant pour I' et I les
pseudogroupes d’holonomie induits sur C par w et @’ respectivement; comme
' est de Morse, nous savons que N(w') est une composante minimale (cf. 1.3)
et donc que I agit minimalement.

Comme toute période est représentée dans N(w'), on en déduit
W/w~IR/P(w), ou W est le saturé de C pour w. Il ne nous reste donc plus qu’a
montrer W= N(w), c’est a dire que toute feuille de N(w) coupe C.

C’est certainement vrai si w est de Morse: en effet dans ce cas nous savons
que N(w) est connexe et que toute feuille contenue dans N(w) y est dense.
Nous avons donc montré le théoréme pour les formes de Morse.

Dans le cas général, supposons qu’il existe dans N(w) une feuille L disjointe
de C, et choisissons un relevé L de L dans M. Dans le niveau f~!(c)n M* qui
contient L, il existe une composante L (en fait unique) dont la projection L
rencontre C.

Puisque L et L' sont coupées par des transversales fermées, les feuilles L et
[ adhérent 4 des composantes de M__ , (resp. MC’HO) sur lesquelles f n’est
pas bornée.

Compte tenu du lemme IV.4, on en déduit comme dans la démonstration
de la proposition IV.1 que Z(w) est strictement contenu dans Ker[w]; puisque
codim Singw =3, deux lacets de M* homotopes dans M ont le méme nombre
d’intersection algébrique avec L ou L.

Nous sommes ainsi ramenés & montrer le résultat suivant:

0, C

Lemme VL.3. Si w est comme dans le théoréme VI.1, on a ¥(w)=Ker[w].
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Démonstration

Reprenons V et o' comme ci-dessus. Puisque Z(w')c.Z(w), il nous suffit de
montrer le résultat pour o'

Les feuilles non compactes L de w’ telles que LU Sing ' soit compact sont
en nombre fini. Leur union avec Sing w’ est un compact K, et les composantes
de V—K autres que N(w’) sont feuilletées comme un produit (feuille compacte
x intervalle ouvert).

Si L est une feuille contenue dans K, L sépare ¥ en deux composantes et o’
est exacte dans I'une d’elles (car il n’y a pas de sous-variété [w']-exacte non
triviale). On peut donc représenter tout élément de Ker[w’] par un produit fini
de lacets d’intégrale nulle v, librement homotopes a des lacets v,V —K.

Les v} qui ne sont pas dans N(w’) représentent évidemment des éléments de
ZL(w'). Il en est de méme pour les v; contenus dans N(w’): en effet nous savons
que N(w')/w’ s’identifie & R/P(w’), car le théoréme VI.1 est montré pour les
formes de Morse; il nous suffit alors d’appliquer a v; les opérations décrites
dans la démonstration du lemme I1.3, en remarquant qu’elles ne font pas sortir
de N(w’). Finalement on a bien Ker[ow']c L (w). O

VIb. Formes complétes

Nous avons étudié dans la section V le cone ouvert U(M)< H'(M,R) —{0} des
classes de cohomologie complétes, et nous avons caractéris€¢ géométriquement
les formes de Morse sans centre dont la classe est compléte (propositions I1.2
et IV.6). Nous étendons maintenant ces caractérisations aux formes a
singularités quelconques.

Théoréme VI4. Soit w une forme de rang =2 dont le lieu singulier est de
codimension =3. Les conditions suivantes sont équivalentes:

1) La classe de cohomologie [w]e H (M, R) est compléte.

2) Il existe ceR tel que, pour chacun des ouverts M_ . et M, .., la
composante (unique) sur laquelle f West pas bornée engendre m, M (C’est alors
vrai Vc).

3) N(w) nest pas vide, et tout chemin d’intégrale nulle a extrémités dans
N(w) est homotope d un chemin contenu dans une feuille.

4) N(w) nest pas vide, et sur le revétement universel M on a
=Y c)np~Y(N(w)) connexe pour tout ceRR.

5) Il existe une feuille L= N(w) telle que la suite nlLﬁnlMﬂ»]R soit
exacte.

6) N(w) nest pas vide, et pour toute feuille L= N(w) la suite myL—>n, M
Lo, R est exacte.

Démonstration

On a clairement 3<>4, 3=6=5=2, et 1<2 (d’aprés la proposition 1V.6).
Pour conclure, supposons que w vérifie 2. Nous savons, par le théoréme VI.I,
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que N(w) est non vide, connexe, et que N(w)/w~R/P(w). Ceci permet de
montrer successivement que o vérifie 6 et 3, comme dans la démonstration de
4=3=>1 dans la proposition IV.6. []

Remarque. On déduit de 1=5 que, si [w] est compléte, alors N(w) engendre
w, M.
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